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Vorwort

Seit dem 1. Workshop im Mai 2001 in Wismar sind fast zwei Jahrzehnte ver-
gangen. Auch der Ruf vieler bekannter Personlichkeiten ,,In Mathe war ich
immer schlecht!* verhallt nach und nach in den Medien. Es bleibt nun die
Frage, ob sich etwas Entscheidendes gedndert hat, an der Mathematikausbil-
dung in Schule und Studium, am Mathematikverstandnis der Schiiler und Stu-
denten oder an der Einsicht der Bildungspolitiker, schon friihzeitig das Au-
genmerk auf eine qualitativ hochwertige Mathematikausbildung zu richten.
Der Workshop ,,Mathematik in ingenieurwissenschaftlichen Studiengéngen‘
dient dem Austausch von Lehrenden der Mathematik an Universitdten und
Hochschulen, auch um diese Fragen zu klaren. AuRerdem bietet er die M0Og-
lichkeit, Probleme bei der Mathematikausbildung zu erkennen und im Erfah-
rungsaustausch nach Lésungen zu suchen.

Das Interesse am Workshop ist ungebrochen, 35 Lehrende aus 6 Bundeslan-
dern nahmen diesmal teil. Die vorgestellten Themen waren sehr vielseitig. Es
ging um mathematische Themen, aber auch z.B. um Erfahrungsberichte zu
den Themen

- Didaktik gut gestellter Aufgaben,

- Motivationsmoglichkeiten fir Studierende,

- sinnvoller Einsatz von Rechentechnik (im Unterricht und bei Prifun-
gen),

- neue Lehr- und Lernformen,

- Ubergang Schule-Hochschule/Universitit,

- Bildungsstandards in den schulischen Lehrplénen.

Viele Vortrége regten ausgiebige Diskussionen an, was zum Erfolg des Work-
shops wesentlich beitrug. Alle Teilnehmer hatten grolRes Interesse daran, Ma-
thematik in Lehre und Offentlichkeit attraktiver und zeitgemaRer zu prasentie-
ren.

Was ist das Fazit aus dem diesjahrigen Workshop oder anders ausgedriickt,
welche Antworten fanden die Teilnehmer auf die eingangs formulierten Fra-
gen? Einigkeit bestand darin, dass die Lage noch keinesfalls zufriedenstellend
ist. Aus Vortragen und Diskussionen stelle ich u.a. fest:

- Mathematikkenntnisse der Studienanfanger sind zum Teil sehr unbe-
friedigend, selbst Grundkenntnisse, z.B. in der Bruchrechnung, fehlen
oft.

- Die von Hochschullehrenden geforderten mathematischen Kompeten-
zen werden im Schulunterricht vernachlassigt, weder der Einsatz der
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CAS-Rechner noch die standigen Reformen der Bildungsstandards wa-
ren flr die Kompetenzentwicklung hilfreich.

- Die Anzahl an Studienabbrechern ist zu hoch, auch wegen des Fachs
Mathematik in den ingenieurwissenschaftlichen Studiengéangen.

- Es gibt zu wenige mathematikbegeisterte Studierende, meist wird dieses
Fach als notwendiges Ubel betrachtet, auch in den ingenieur-
wissenschaftlichen Studiengéngen. (Argument: ,,Man kann das doch
durch den Computer ausrechnen lassen!“)

- Dem Fach Mathematik werden sowohl in der Schule als auch im
(Grund-) Studium zu wenige Stunden gewahrt.

- Es gibt immer wieder neue ldeen der Lehrenden, die es lohnt auszupro-
bieren.

Ein Erfahrungsaustausch zwischen den Mathematiklehrenden ist also weiter-
hin notwendig. Jeder Studierende, den wir mit neuen didaktischen Methoden,
mit modernen Themen oder durch zeitgemélie Technik erreichen konnen, ist
unsere Mihe wert. Ich denke, dass die Teilnehmer die eine oder andere ldee
aus den abwechslungsreichen Vortragen und Gesprachen mit nach Hause
nehmen konnten.

An dieser Stelle méchte ich mich noch einmal bei allen bedanken, die zum
gelungenen Rahmenprogramm beigetragen haben. Das betrifft Kollegen des
Bereiches Seefahrt Warnemiinde, die uns die Besonderheiten und die Ausstat-
tung des Bereiches eindrucksvoll demonstrierten, und vor allem Prof. Karl-
heinz Schiiffler, der uns mit einem auf3erordentlich vielseitigen Orgelkonzert
in der Warnemiinder Kirche erfreute.

Ute Schreilien (Organisationsleitung)
Erganzung

Naturlich gab es auch kontroverse Diskussionen, die zu keinem Konsens fiihr-
ten (z.B. die Ausrichtung und den Schwierigkeitsgrad von mathematischen
Aufgaben betreffend, siehe die beiden ersten Beitrdge in diesem Heft). Ich
mochte ausdriicklich keine Seite ausgrenzen. Unsere demokratische Ordnung
muss solche Widerspriiche aushalten. M. E. hat eine Entscheidung in die eine
oder andere Richtung nichts mit ,richtig® oder ,falsch® zu tun, sondern mit
ideologischen MaRstaben bzw. mit der Vision ber die gesellschaftlichen
Entwicklung.

Dieter Schett (Herausgeber)



Lutz Hellmig

Die Kunst des Aufgabenstellens

Zusammenfassung. Aufgaben dienen sowohl dem Aneignen als auch dem Uber-
priifen von Wissen. Vielfiltige und kognitiv ansprechende Aufgabenformate und
zweckentsprechende und wirksame Aufgabenformulierungen bestimmen den Lern-
fortschritt und Priifungsergebnisse. Mit dem Schwerpunkt auf den mathematisch-
naturwissenschaftlich-ingenieurtechnischen Bereich werden einige zentrale Aspekte fiir
das Formulieren ,,guter Aufgaben“ vorgestellt und diskutiert.

Einleitung

Frage: Deine Mutter kauft Dir eine Jacke fiir 70 Euro und eine
Hose fiir 90 Euro. Was ergibt das?
Antwort:  Streit mit meinem Vater!

Kuriose Schiilerantworten wie diesd!] sind zweifellos unterhaltsam. Oft ent-
steht die Komik dieser Eulenspiegeleien durch eine wortliche Interpretation
einer unzulanglichen Aufgabenstellung. Spéatestens wenn Aufgabenstellun-
gen Einfluss auf Priifungsergebnisse in Schule und Studium haben, wird die
Formulierung formvollendeter und inhaltlich praziser Aufgabenstellungen
zu einem ernstzunehmenden Thema. Im Prozess der Aufgabenerstellung
kann sicherlich nie garantiert werden, dass eine Aufgabe nicht auch einmal
missverstanden werden kann. Gleichwohl gibt es einige didaktische Aspek-
te der Aufgabenerstellung und des Aufgabeneinsatzes, deren Beachtung
Einfluss auf den Lern- und Priifungserfolg hat.

Im Kontext von Bildungsprozessen wird unter einer Aufgabe ein Im-
puls fiir Lernende zum Ausfithren von Handlungen verstanden, die fachli-
ches Wissen und Konnen erfordern. In formalen Lernsituationen, wie sie
in Schule und Studium gegeben sind, sind Aufgaben Teil eines didakti-
schen Szenarios und dienen dem Erreichen diverser Zielstellungen. Aus
dem Zweck des Aufgabeneinsatzes lasst sich ableiten, was ,,gute Aufgaben®
sind — oder besser: Welche Aufgabenmerkmale beachtet werden miissen,
um eine passende Aufgabe zu finden oder zu konstruieren.

!Zuhauf im Internet zu finden, z. B. auf https://www.unsere-helden.com/p/v2v6ck/schueler-
antworten-die-lehrer-zur-verzweiflung-trieben| zuletzt abgerufen am 15.9.2019
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Collet und Bruder [2] haben drei Perspektiven identifiziert, aus de-
nen die Aufgaben und deren Einsatz betrachtet und bewertet werden kon-
nen. Dies sind a) die Sicht auf die duferen Aufgabenmerkmale, b) die Sicht
auf die inneren Aufgabenmerkmale und c) die Betrachtung tibergeordneter
Aspekte, die sich aus dem Ziel des Aufgabeneinsatzes ergeben. In Anleh-
nung an diese Perspektiven werden im Folgenden einige zentrale Fragen
der Aufgabengestaltung ausgefiihrt.

AuRere Aufgabenmerkmale

Zu den dufkeren Aufgabenmerkmalen zéhlen der explizite fachliche Gehalt
(Welchem Teilgebiet der Mathematik ist diese Aufgabe zuzurechnen?) und
formale Aspekte. Die Einhaltung von formalen Regeln dienen der Lesbar-
keit und Versténdlichkeit der Aufgabenstellung. Eine zugéngliche, einfach
erfassbare Aufgabenstellung erleichtert die Bereitstellung kognitiver Res-
sourcen fiir die Aufgabenldsung. Sweller hat diesen Zusammenhang in der
Cognitive-Load-Theorie beschrieben [6].

Der Erfassung der Aufgabenstellung dienlich sind bereits so simpel
scheinende Dinge wie die Sicherung der optischen Lesbarkeit der Aufgabe
und die Gewéhrleistung von Barrierefreiheit bei der Gestaltung von Texten
und Abbildungen — exemplarisch sei auf die Rot-Griin-Schwéche verwie-
sen, von der etwa jeder zwolfte Mann in Europa betroffen ist [§]. Eine
klare Gliederung, ein einheitliches Layout und eine logische Sequenzierung
reduzieren die Zeit fiir die Aufgabenerfassung. Die inhaltliche Ebene der
Aufgabenverstandlichkeit wird durch die konsistente Verwendung von Be-
griffswortern und die Berticksichtigung des Wissensstandes der Lernenden
gestiitzt. Die Einbettung mathematischer Aufgaben in einen realitdtsnahen
Kontext eroffnet den Lernenden die Moglichkeit einer selbsténdigen Plausi-
bilitatspriifung des Losungsweges und des Ergebnisses am Beispiel — unter
der Voraussetzung, dass das gewéhlte Beispiel inhaltlich korrekt ist und al-
len Lernenden das erforderliche Kontextwissen auch zur Verfiigung steht.
In einer Lehrveranstaltung des Autors scheiterte das Aufgabenverstandnis
beispielsweise an fehlerhaften Vorstellungen eines Nicht-Autofahrers zum
Begriff Autobahndreieck, bei einer weiteren Gelegenheit wussten einzelne
Studierende eines Studiengangs im Bereich Seefahrt (!) nichts mit dem
Begriff des Stapellaufs anzufangen.



Innere Aufgabenmerkmale

Die inneren Merkmale einer Aufgabe werden beispielsweise durch die fiir
die Losung erforderlichen geistigen Tatigkeiten, den Aufgabentyp und den
Schwierigkeitsgrad bestimmt.

Um die intendierten geistigen Operationen tatsdchlich und ohne
Schlupfloch fiir den Lernenden abzufordern, miissen operationalisierte
Aufgaben erteilt werden. Wéahrend das Stellen von Entscheidungsfragen
ja/nein-Antworten provoziert und W-Fragen (Was, Warum, Wie, ...) kei-
nen Anhaltspunkt iiber Umfang und Art der Aufgabenlosung — und somit
Raum fiir mutwillige oder versehentliche Fehlinterpretationenen — geben,
ist die Angabe einer geistigen Tatigkeit als Operator, d. h. als Verb, ein ef-
fektives Mittel zur Fokussierung der Aufgabenstellung. Kurz: Aufgaben
statt Fragen! Ein Beispiel hierzu: Auf die Frage ,Wie sieht der Graph
der Funktion f(z) = 0,25 (z* — 42® +4) aus? diirften kaum die sachlich
zutreffenden Antworten ,Sehr schon.“ oder ,Wie ein rundes W* erwartet
werden. Der Aufgabenstellung ,Zeichnen Sie den Graphen der Funktion
f(z) = 0,25 (z* — 42% + 4) in ein rechtwinkliges Koordinatensystem.*
hingegen ist schwerlich auszuweichen.

Die Verwendung von Verben ist noch kein alleiniger Garant fiir eine
unmissverstandliche und transparente Aufgabenstellung. Die Bedeutung
der einzelnen Operatoren sollte im Vorfeld klar kommuniziert werden. Da-
zu hat sich bewédhrt, eine im Umfang beschrankte Liste gut ausgesuchter,
machtiger Operatoren zu verwenden. Die Analyse bereits kursierender Lis-
ten (z.B. [5]) fordert teilweise Uberraschendes zutage: Beispielsweise feh-
len in [5] die beliebten Operatoren ,Definieren” und ,Beweisen. Warum?
Meist — zumindest im Schulunterricht — wird ndmlich nicht erwartet, dass
die Lernenden eine Definition selbst aufstellen und zu deren Praktikabi-
litdt argumentieren miissen (genau das wire aber ,definieren”), sondern
lediglich eine bereits bekannte Definition nennen miissen. Mit dem Bewei-
sen ist es ahnlich: Anstatt die Lernenden selbst kreativ eine Beweisidee
finden, entwickeln und formal korrekt ausfithren, geht es zumeist um die
Wiedergabe, ggf. eine minimale Modifikation einer im Vorfeld vermittelten
Beweisidee. Dies ist ebenfalls mit dem Operator nennen abgegolten.

Eine Stufung von Aufgabentypen ldsst sich im Weiteren aus den
in den Einheitlichen Priifungsanforderungen der KMK fiir das Abitur [3]
postulierten Anforderungsniveaus ableiten. Die Anforderungsniveaus sind



durch die steigende Komplexitat der geistigen Tatigkeiten gekennzeich-
net. Der Anforderungsbereich I (Reproduktion) umfasst die Wiedergabe
bekannter Sachverhalte und die Beschreibung und Verwendung gelern-
ter und geiibter Verfahren innerhalb eines begrenzten Gebiets. Anforde-
rungsbereich II (Reorganisation und Transfer) erfordert die selbststéndige
Anwendung von Wissen und Koénnen auf bekannte Sachverhalte und das
selbststindige Ubertragen auf vergleichbare neue Situationen. Im Anfor-
derungsbereich III (Reflexion und Problemlésung) stehen die selbststén-
dige Auswahl und die Anpassung von Techniken fiir die Bewiéltigung von
problemhaften Aufgaben im Mittelpunkt. Bei der Zusammenstellung von
Aufgaben fiir Priifungssituationen ist auf ein angemessenes Verhéltnis der
Anforderungsniveaus zu achten. Die KMK orientiert auf eine Majoritét
im Anforderungsniveau II, gefolgt von Aufgaben im Anforderungsbereich
I und schlieflich im Anforderungsbereich III.

Eine weitere Kategorie zur Beurteilung von Aufgaben ist ihre Offen-
heit. Offenheit kann als subjektive Kategorie bezogen auf den Lernenden
verstanden werden: ,Sind fiir einen Schiiler die Ausgangsbedingungen ei-
ner Aufgabe nicht vollstédndig, sind fiir ihn mehrere Losungswege moglich
und/oder kann er zu mehreren Ergebnissen kommen, so spricht man von
einer offenen Aufgabe beziiglich des jeweiligen Schiilers. [4]. Allerdings
sind auch eine Reihe von Aufgaben aus der Mathematik — die gemeinhin,
aber zum Teil zu Unrecht als der Hort der Eindeutigkeit verstanden wird
— nicht nur beziiglich des Losungsweges, sondern auch im Hinblick auf das
Ergebnis offen. Zur Illustration der These diene die Aufgabe ,Runde die
Zahl 2,5 auf volle Einer.” Die Offenheit der Aufgabe entsteht durch die feh-
lende Angabe des zugrundegelegten Rundungsverfahrens: Wird nach der
Geraden-Zahl-Regel auf 2 abgerundet oder kaufménnisch auf 3 aufgerun-
det? Und gesetzt den Fall, man wiirde sich auf die kaufmannische Aufrun-
dung einigen: Wie rundet man 2,5 ct Schulden auf, also -2,5 ct: dem Betrag
nach auf -3 oder dem Wert nach auf -27 Aus Sicht der Fachwissenschaft
Mathematik ein fatales Definitionsmanko, fiir den Lernprozess hingegen
bieten offene Aufgaben wertvolle Anlésse, diskursiv mit Lernenden iiber
mathematische Fragen spannend und ergebnisoffen zu kommunizieren.

Zu den inneren Merkmalen von Aufgaben gehort auch der Zusam-
menhang zwischen den Teilaufgaben. Aufeinander aufbauende Teilaufga-
ben sind zweifellos reizvoll, da sich die Lernenden mit ihnen schrittweise
einen komplexen mathematischen Sachverhalt erschliefen konnen. Nach-
teilig wirkt sich insbesondere in Priifungssituationen aus, dass mit dem
Scheitern bei einer der ersten Teilaufgaben die Losung der Folgeaufgaben



unmoglich ist. Abhilfe kann hier die Vorgabe von Informationen zum Wei-
terarbeiten schaffen: Wenn Sie Aufgabe a) nicht gelost haben, verwenden
Sie fiir Aufgabe b) folgende Funktionsgleichung. . .

Ubergeordnete Aspekte

Es klang bereits in der Einleitung an: Es gibt nicht den Merkmalskatalog
fiir eine gute Aufgabe. Zu den iibergeordneten Aspekten gehéren Betrach-
tungen zu Anlass und Zweck des Aufgabeneinsatzes sowie Uberlegungen
zum Beitrag der Aufgaben zur Kompetenzentwicklung bei den Lernenden,
aus denen sich Riickschliisse fiir die jeweilige Eignung der Aufgabe ziehen
lassen.

Wir unterscheiden grundsétzlich zwei Gelegenheiten des Aufgaben-
einsatzes: Aufgaben in Leistungssituationen und Aufgaben in Lernsituatio-
nen. Zu den Leistungssituationen gehéren neben den klassischen Priifungs-
szenarios (miindliche Priifung, Klausur, Test) mit einem Auferen Anlass
fiir die Leistungserbringung auch Situationen, in denen die oder der Ler-
nende sich selbst anhand von Kontrollaufgaben vergewissert, ob sie oder er
das erforderliche Wissen und Kénnen erworben hat. Diese Situationen sind
gepragt durch eine Leistungserwartung bzw. ein Leistungserleben. Fehler
sollten tunlichst vermieden werden. Im Fokus steht die Auswertbarkeit der
erbrachten und anhand eines Produktes sichtbaren Einzelleistung. ,Wich-
tig ist, was Lerner aus ihren Kompetenzen machen.” [1] Fiir die Bewertung
der Leistung sind transparente und nachvollziehbare Kriterien anzuwen-
den. Dies impliziert einen Trend zu kleinschrittigen, prazise formulierten,
geschlossenen und fairen Aufgaben.

Die Aufgabe von Leistungsiiberpriifungen ist das Bewerten der durch
die Lernenden erworbenen fachlichen Kompetenzen, d.h. der Anwend-
barkeit und der Ubertragbarkeit des erworbenen Wissens und Konnens.
Leistungsiiberpriifungen sind damit kein Stresstest, bei dem in einer eng
begrenzten Zeit alle vermittelten Details abgefordert werden miissen. Es
reicht darum, im Sinne einer Stichprobe zentrale Aspekte der zu entwi-
ckelnden Kompetenzen abzupriifen. Das Bereitstellen von Hilfsmitteln wie
z. B. Formelsammlungen oder Nachschlagewerken erlaubt die Verschiebung
des Fokus weg vom Auswendiglernen hin zu problemorientierten Aufga-
ben.



Anders gestaltet sich der Einsatz von Aufgaben beim Lernen. Zum
Lernen gehoren die Phasen (1) Erwerb von Wissen und Kénnen durch
das Nachvollziehen, Erkunden, Entdecken oder Erfinden, (2) Ausprigung
von Wissen und Koénnen durch das Sammeln, Sichern, Systematisieren
und Transferieren sowie (3) Erhalt von Wissen und Koénnen durch das
Uben und Wiederholen. Lernphasen sind geprigt durch eine Atmosphire
der Neugier und des Entdeckens. Aufgaben tragen Aufforderungscharakter
zur Auseinandersetzung mit Inhalten. Fehler sind willkommene Anlésse,
Vorstellungen zu iiberpriifen, zu korrigieren und zu prazisieren. Die Ko-
operation und Kommunikation zwischen Lernenden ist forderlich fiir den
Lernprozess, der in diesem Zusammenhang wichtiger als das Ergebnis der
Aufgabe ist: ,Wichtig ist, was im Kopf der Lerner stattfindet.“ [I]. Der
Erfolg des Lernprozesses wird durch die Vielfalt verschiedener Aufgaben-
stellungen befordert: Variationen der Aufgabenstellung und des Kontextes,
das Umkehren der Aufgaben durch das Vertauschen von Gegebenem und
Gesuchtem, die Diskussion von Sonder-, Spezial-, Extrem- und Grenztallen
sowie das Stellen von sogenannten Fangfragen fiihren zu einer intensiveren
Auseinandersetzung mit den Lerninhalten. Offene Aufgaben zwingen zum
Nachdenken iiber verschiedene Losungsmoglichkeiten und zur Prézisierung
und Spezifikation von Sachverhalten. Transferleistungen — sowohl auf an-
dere Bereiche der Fachwissenschaft als auch auf Sachverhalte auferhalb
der Fachwissenschaft — dienen ebenfalls der Kompetenzentwicklung.

Bei der Auswahl von Aufgaben fiir Lernsituationen sind weiterhin
motivationale Aspekte zu beachten. Eine Unterforderung durch zu leichte
Aufgaben demotiviert genau so wie eine Uberforderung durch zu schwe-
re Aufgaben. Der optimale Schwierigkeitsgrad kann durch die Theorie der
Zone der nichsten Entwicklung nach Wygotski charakterisiert werden [9].
Wygotski unterschied zwei Bezugsebenen der kognitiven Entwicklung. Der
tatsdchliche Entwicklungsstand wird durch die Fahigkeiten eines Lerners
bestimmt, Handlungen selbstdndig und ohne Hilfe auszufiihren. Der po-
tentielle Entwicklungsstand wird durch Téatigkeiten beschrieben, die mit
Unterstiitzung durch Material oder Personen ausgefiihrt werden konnen.
Der Bereich zwischen diesen Bezugsebenen der geistigen Entwicklung wird
Zone der nachsten Entwicklung genannt. Aufgaben, die in diesem Bereich
liegen, werden nicht nur als motivierend empfunden, sondern sind auch
geistig anregend und optimal fiir den Lernfortschritt. In Anbetracht der
natiirlichen Heterogenitéit einer Lerngruppe ist die Ermittlung der gemein-
samen Zone der nichsten Entwicklung eine stindige Herausforderung fiir

Lehrende.
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Zusammenfassung und Fazit

Die Fragen nach der Funktion einer Aufgabe im Lernprozess und nach den
mit dem Aufgabeneinsatz beabsichtigten Lehr- und Lernziele sind zentral
fiir die Eignung einer Aufgabe in einer bestimmten Situation. Zusammen
mit der Beriicksichtigung duferer und innerer Aufgabenmerkmale spielt
die klare Trennung von Situationen zum Lernen und zum Leisten eine
wichtige Rolle. Wéhrend Aufgaben in Leistungssituationen durch Fairness,
Prézision, Transparenz der Anforderungen und die Ausgewogenheit der
Anforderungsniveaus geprigt sein sollten, sollten Aufgaben zum Lernen
kognitiv aktivierend und trotzdem losbar, offen und vielféltig sein.

Letztlich verbindet sich mit dem Einsatz von Aufgaben das grofe
Ziel, dass Lernende in spéateren Situationen nicht nur erkennen, wann sie
von ihrem erworbenen Wissen Gebrauch machen konnen, sondern dies auch
freiwillig mit Uberzeugung tun. Nichts anderes ist — frei nach Weinert [7] —
Kompetenz: das Vermogen und die dauerhafte Bereitschaft, in bekannten
und unbekannten, problemhaltigen Situationen vom erworbenen Wissen
und Konnen Gebrauch zu machen. Dies zu erreichen, ist der anspruchs-
vollste Teil der Lehre.
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Raimond Straufs

Klausuraufgaben im Wandel

Zusammenfassung. Die unzureichende mathematische Vorbildung von Studienan-
fangern ist insbesondere in den ingenieur- und naturwissenschaftlichen Fachern zuneh-
mend ein Problem, welches unerwiinschte Folgen hat. Hier wird der Abbau des Niveaus
von Priifungsaufgaben thematisiert.

Die Problematik

Mathematik ist eine Schliisselqualifikation in der Ingenieurausbildung ([3]).

Die mathematische Vorbildung der Studienanfinger hat ein unzumutbar niedriges Ni-
veau erreicht (|1, [2], [4], [6], [8], [10]). Ursachen liegen im Abbau des Schulstoffes im
Fach Mathematik.

sStudienanforderungen und schulische Voraussetzungen sind voneinander weit entfernt:
Als Dozent an einer Hochschule ist man gezwungen, in der Lehrveranstaltung zur In-
genieurmathematik im ersten Semester den Gymnasialstoff der 10.-12. Klasse zu wie-
derholen®  ([T5]).

,<Auswertungen zeigen hochsignifikante Verschlechterungen im Umgang mit Potenzen,
Logarithmen, Briichen und der Trigonometrie innerhalb von drei Jahren gegeben habe.
Dabei bestimme das Beherrschen gerade dieser Techniken wesentlich den Erfolg eines
Ingenieurstudiums. “(C. Polarzek, FH Aachen in [13])

Derartige Aussagen schaffen es bis in die Tageszeitungen ([I3], [I4]). Sie werden von
Mathematikern und sehr vielen Lehrenden anderer Facher aus den Natur-und Inge-
nieurswissenschaften geteilt. Die Studierenden tragen an diesem Zustand keine Schuld.
Wenn Sie erkennen, dass sehr viel von ihnen erwartet wird, fehlt es an Motivation
oder es ist dann schon zu spit. Auch Arbeits- und Leistungswille sowie Wissen und
Allgemeinbildung gehen den Abiturienten im Mittel zunehmend verloren. Unter dem
Druck dieser Entwicklungen passiert notgedrungen eine unerwiinschte und schadliche
Anpassung des Ausbildungsniveaus der Hochschulen nach unten. Um dem entgegen
zu wirken gibt es Arbeiten ([8]), Analysen ([4]), Initiativen ([II], [I2]) und Briefe an
Entscheidungstriager ([5]). Aber geholfen hat das nicht. Die negative Entwicklung setzt
sich fort.

Priifungsaufgaben

Priifungen zeigen den Leistungsanspruch des Priifers. Die Noten sollten moglichst rea-
listisch den Arbeitsaufwand des Lehrenden und die erforderlichen Anstrengungen der
an einer Hochschule studierenden Personen abbilden. Hier werden Aufgaben aus Prii-
fungen zur Mathematik 1 fiir Ingenieure und Naturwissenschaftler aus verschiedenen
Zeiten verglichen. Sie wurden ausgewéhlt, um das ungefihre Anspruchsniveau dlterer
und neuerer Klausuren zu zeigen. Anspruchsvolle Aufgaben aus alten Klausuren sind
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nicht dabei. Auf die Angabe von Ldsungen wird verzichtet, da sie mit Kenntnis der be-
handelten Begriffe und Verfahren einfach l6sbar sind. Sie waren damals zum Sammeln
von Punkten geeignet. Alle Klausuren wurden ohne Rechner geschrieben.

Komplexe Zahlen

Komplexe Zahlen und Funktionen kommen in der Mathematik fiir Ingenieure und
Naturwissenschaftler oft nur noch am Rande vor.

‘ 1414
1. (2005) Man gebe z = ¥z —i = ' in kartesischer Form an.

V2

2. (2001) Bestimmen Sie die Punktmenge 2z € C, fiir die |z — i| = |z + 7] gilt.

Setzt man z = a + tb in die Gleichung ein, erhilt nach einfachen Umformungen
b = 0. Mit beliebigem a € R ist z = a Losung der Gleichung. Anschaulich ist
das sofort klar.

1
3. (2005) Man berechne den Imaginérteil der Zahl z = — .
(1+4)3
Die Erweiterung des Bruchs mit (1 —¢)? fiihrt mit z = —§ — 1i auf die Losung

Im(z) = —1.

4. (2005) Bestimmen Sie alle Zahlen z € C, fiir welche die Determinante der Matrix

a’> a?
2 3 .
a® a> a | Null ist.
a> a a?

a

Die Berechnung der Determinante fiihrt auf a” — 2a° +a®> =0 mit @ = 0 als
dreifache Nullstelle. Es folgt

(@®)? -2 +1=0 < (*-1)2=0

Damit sind die dritten Einheitswurzeln doppelte Nullstellen der Determinante.
5. (2017) Berechnen Sie: (3 + 57) + (5 — 3i).
6. (2017) Berechnen Sie: 5i - (5 — 3i).

7. (2017) Berechnen Sie: 3e'T - 2¢5.

Die Aufgaben 2 und 3 waren fiir die Studierenden schwieriger als geplant. Die
letzten drei Aufgaben sind nach alten Mafsstiben fiir eine Priifung an einer Hochschule
nicht geeignet. Trotzdem traten insbesondere bei Aufgabe 7 Probleme auf.
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Differentialrechnung fiir Funktionen einer Variablen

1. (2001) Man berechne jeweils 2
( = (2Va2 — x) - (4Vat 4 2V a5 + 2?)

( = (sinx)***, O0<wx <}

(c) x=sint—cost, y=cost+sint, O0<x<F

(2001) Man bestimme die Punkte der Kurve 22 — zy — 3* — 2z + 2y — 1 = 0, an
denen die Tangente parallel zur Geraden 2z — 2y — 1 = 0 ist.

F.
Man berechnet die Bedingung = = 3y aus der Gleichung 4’ = —— = 1. Einset-

Iy
zen in die Gleichung der Kurve ergibt eine quadratische Gleichung mit den L&-
sungen y; =1, 1o = —%. Die zugehérigen x—Werte sind 1 = 3 und x5 = —%.

3. (2003) Weisen Sie nach, dass die Funktion f : R — R mit f(x) = 2+ ¢® bijektiv
ist. Man gebe fiir die inverse Funktion g = f~'(z) den Wert ¢'(1) an.

Man muss zunéchst erkennen, dass f(0) = 1 ist. Wegen der Monotonie von
f existiert g. Die Formel zur Ableitung der inversen Funktion angewendet auf

1 1
z=0und y =1 liefert ¢'(1) = — = =.
V=70 =3
4. (2007) Die Funktion y = f(x) ist implizit durch die Gleichung
z(e+1)+y=0

gegeben. Man bestimme das Taylorpolynom 2. Grades fiir die Funktion y = f(z)
an der Entwicklungsstelle xq = 0.

Aus x = 0 folgt y = 0. Dann sind die Formeln zur impliziten Differentiation
oder die Kettenregel anzuwenden.

5. (2017) Bestimmen Sie die erste Ableitung von f(x) = z? cos .

6. (2017) Bestimmen Sie die erste Ableitung von f(z) = cos(z?).

7. (2017) Bestimmen Sie die erste Ableitung von f(z) = —

coszT’

8. Gegeben sei die Funktion f : (0,00) — R mit f(z) = & . Berechnen Sie das
Taylorpolynom 2. Grades an der Entwicklungsstelle zy = 1.

Heute kommen in den Vorlesungen ’Mathematik fiir Ingenieure’ des 6fteren
nicht mehr alle damals abgefragten Inhalte vor. Die erste Aufgabe diente zum Punk-
tesammeln. Bevorzugt werden gegenwirtig aber eher solche Aufgaben wie 5.-8.
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Integralrechnung fiir Funktionen einer Variablen

2

3 _ 42 -1 1
1. (2001) Berechnen Sie die Integrale / ‘ x2 R dx, /M dx.
T+ x
1
) ) sin x . .
2. (2005) Zeigen Sie, dass F(z) =In——— fiir 0 < # < 7 eine Stammfunk-
) 1+cosx
tion zu f(x) = ist. Berechnen Sie auferdem die Bogenlinge s der Kurve

sin x -
y = In(sinz) im Intervall [6’ 5]

Man leitet F' ab und erhélt f. Die Formel fiir die Bogenlénge liefert nach ein-
fachen Umformungen das Integral, von dem man eine Stammfunktion aus dem
ersten Teil kennt. Das Ergebnis ist s = In(2 4+ v/3).

3. (2017) Geben Sie die Stammfunktion von f(z) = /x an.

4. (2017) Geben Sie die Stammfunktion von f(r) = -2 an.

T w44

Potenzreihen

1.

2.

(2005) (a) Mittels Partialbruchzerlegung bestimme man die Stammfunktion
G(z) von g(x) =

1 —at’
l,4n+1

(b) Bestimmen Sie den Konvergenzradius der Reihe f(z) = E ol
n
=0

Hinweis fiir (b): Differenzieren Sie f(z) und berechnen Sie die Reihensumme von

f'(x). Geben Sie mit Hilfe von Aufgabe (a) die Funktion f(z) in geschlossener
Form an (Summe ausrechnen).

Die Integration nach Partialbruchzerlegung liefert in (a)

1+2x
1l—z

1 1
G(az):zln +§arctan:c+0.

Der Konvergenzradius der Reihe in (b) ist » = 1. Die differenzierte Reihe hat
die Summe g(x). Aus f(0) = 0 folgt C' = 0 fiir die gesuchte Summe

1+z
11—z

1
+ —arctanzx.

f(z) ==1In 5

4

(2017) Bestimmen Sie alle z € R, fiir die die Potenzreihe Y ° % konvergiert.
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Es lassen sich viele Beispiele auch zu anderen Themen wie Stetigkeit, Grenz-
werte von Zahlenfolgen und Funktionen, Zahlen- und Potenzreihen angeben. Meist
sind die alteren Aufgaben anspruchsvoller. Sie erfordern komplexes Denken, obwohl
die einzelnen Losungsschritte einfach sind. Es miissen Zusammenhinge zwischen ver-
schiedenen Stoffgebieten angewendet werden. Tendenziell werden jetzt flichendeckend
einfachere Aufgaben gestellt, die oft in einem Schritt 16sbar sein. Viele elementare Um-
formungen fiithren zu vielen Fehlern. Es ist inzwischen eine Kunst, einfache Aufgaben
zu formulieren, die geniigend viele Studierende 16sen kénnen. Die Durchfall- und Ex-
matrikulationsraten sind trotz der Vereinfachungen nicht gesunken. Lasse ich heute
altere Klausuren schreiben, ist mit Durchfallraten von deutlich iiber 85% zu rechnen.
Um einen grofen Schwund an Studierenden zu verhindern, muss in den Vorlesungen
Gymnasialstoff gelesen werden. Dann fehlt es an Zeit fiir Stoffgebiete der héheren Ma-
thematik. Schlecht ausgebildete Ingenieure sind ebenfalls inakzeptabel, da das Innova-
tionsfahigkeit gefdhrdet. Wirtschaftliches Weltniveau kann nicht befohlen werden. Die
negative Entwicklung setzt fort und verschérft sich noch ([10]). Sie wird wirtschaftliche
und soziale Folgen haben. Die Ursachen sind die Fehlentwicklungen in den Schulen.
Es sollen nur Schlagworte genannt werden, wie die Orientierung auf Kompetenzen an-
stelle von Bildung und Verwendung des CAS im Mathematikunterricht. Auferdem ist
der Glaube an den Nutzen von Computern in der Bildung ein Fehler, der die Pro-
bleme weiter verscharfen wird. Falsch ist es auch das Unterrichten durch den Lehrer
zugunsten des selbststdndigen Lernens der Schiiler zu reduzieren. Aufserdem wird un-
terschétzt, wie wichtig grundlegendes und abrufbares Wissen ist. Hausaufgaben und
Uben kommen auch kaum noch vor. Das es besser geht, sieht man daran, dass es uns
frither gelang, die Studierenden auf ein heute fiir den Durchschnitt schwer erreichbares
Niveau zu bringen. In verschiedenen Liandern geht das jetzt noch. Neuerdings gibt es
immer mehr Lehrer, die die Verwendung des CAS im Fach Mathematik ablehnen.
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Dennis Gallaun, Karsten Kruse und Christian Seifert

Adaptive elektronische Ubungs- und Priifungs-
aufgaben in Mathematik mit hochwertiger Be-
wertung

Zusammenfassung. Um in grofen Lehrveranstaltungen effizient Ubungsaufgaben mit
Korrektur anbieten zu konnen bzw. Priifungen automatisch korrigieren lassen zu kon-
nen, bieten sich elektronische Systeme an. Wir stellen einige Vor- und Nachteile dar und
beschreiben Mdéglichkeiten, wie man die automatische Bewertung qualitativ hochwertig
gestalten kann.

Einleitung

In den letzten Jahren haben elektronische Systeme fiir Ubungsaufgaben
an Prominenz gewonnen (siche Bennett [2 S. 207-208], Whitelock [15,
S. 1]) und insbesondere solche mit automatischer Korrektur haben sich
in der Hochschullehre in Mathematik etabliert. Derartige E-Assessment
Systeme sind mittlerweile technisch soweit ausgereift, dass sie zum einen
nutzerfreundlich bedienbar sind (sowohl fiir die Lehrenden als Autoren von
Aufgaben als auch fiir die Studierenden als Nutzer der Aufgaben) und zum
anderen eine grofe Flexibilitdt in der Aufgabenkonstruktion und Aufga-
benbewertung ermoglichen (sieche Bull und McKenna, [5, Kapitel 4, 6]). Im
Lehralltag bietet E-Assessment die Moglichkeit, auch in grofen Gruppen
mit mehreren Hundert Teilnehmerinnen und Teilnehmern, einen Ubungs-
betrieb mit schneller Feedback-Moglichkeit fiir die Studierenden bereitzu-
stellen (siche Andreatos und Doukas [1, Abschnitt 2.3|, Bull |4, S. 123],
Bull und McKenna [5, S. 5], Narciss et al. [10, S. 1130], van Seters et al.
[14], S. 943]). Um insbesondere in grofen Gruppen den Trainingsprozess fiir
jede Studierende individuell fair zu gestalten, konnen Randomisierungen
effizient genutzt werden, um individualisierte Realisierungen einer Aufga-

benklasse automatisch erzeugen zu konnen (siche Massing et al. [8], Milne
et al. |9, S. 4], Pezzino [11], Abschnitt 2.3|, Sangwin [13, Kapitel 4]).

In diesem Kontext stellt sich die Frage, wie man als Lehrender die
Aufgaben konstruieren muss, um den Bearbeitungsprozess moglichst opti-
mal hinsichtlich des Lernprozesses zu steuern (siehe Conole und Warburton
[6, S. 20-22], Romeu Fontanillas et al. [12] S. 5-6], Sangwin [13, Abschnitt
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3.5]). Ein grundlegender Zielkonflikt bei allen E-Assessment Systemen er-
gibt sich aus dem Spannungsfeld zwischen der Minimierung des Zusatzauf-
wands fiir die Nutzer durch die Eingabe von Ergebnissen in das System
einerseits, und der Maximierung der dem System zur Verfiigung stellbaren
Daten zur Bewertung der Ergebnisse andererseits. Ubersetzen wir diesen
Zielkonflikt in die Aufgabenkonstruktion, so sollen bei einer Aufgabe mog-
lichst wenige Zwischenschritte abgefragt und eingegeben werden miissen,
wobei die automatische Korrektur immer noch moglichst zuverlassig die

Fehler der Studierenden innerhalb der Aufgabe lokalisieren kann (siche
Brusilovsky und Peylo [3] S. 159]).

In diesem Artikel stellen wir sogenannte adaptive elektronische Auf-
gaben vor, die versuchen, genau den eben skizzierten Zielkonflikt zu adres-
sieren. Zuerst erlautern wir die Moglichkeiten, die die Nutzung von elektro-
nischen Systemen bieten. Danach stellen wir ein Beispiel vor, wie sich adap-
tive elektronische Aufgaben umsetzen lassen. Wir bleiben in der Beschrei-
bung Plattform-unabhingig. Viele E-Assessment Systeme konnen adaptive
Aufgaben umsetzen, jedoch bieten nicht alle Systeme dafiir einen dezidier-
ten Aufgabentyp. In solch einem Fall miissen die Funktionen des Systems
entsprechend ausgenutzt werden, um das Szenario nachzustellen.

Moglichkeiten elektronischer Systeme

E-Assessment Systeme in Mathematik bestehen aus einem Lern-Manage-
ment-System und sehr haufig aus einem zusatzlichen Computer-Algebra-
System zur Durchfiihrung komplexerer Berechnungen als die Grundrechen-
arten. Uber ein Web-Frontend lassen sich Aufgaben inklusive randomi-
sierter Parameter erstellen und entsprechende Bewertungsschemata bzw.
-Algorithmen implementieren. Insbesondere fiir elektronische Klausuren
ist dies von hoher Bedeutung, sowohl in Bezug auf Fairness als auch als
Vorbeugungsmafsnahme gegen Téuschungsversuche. Zusétzlich bieten al-
le Systeme ergidnzende Feedbackmoglichkeiten, die zur Bereitstellung von
kurzen Hinweisen, aber auch fiir ausfiihrliche Musterlosungen genutzt wer-
den kénnten. Nutzer, d.h. die Studierenden, bekommen typischerweise Ein-
gabehilfen, um bei der Losung von Aufgaben mathematische Objekte wie
Formeln, Funktionen, Matrizen und Ahnliches ohne Programmiererfah-
rung eingeben zu konnen. Diese Eingaben werden mittels des Bewertungs-
algorithmus automatisch korrigiert. Die Systeme sind fiir beide Seiten in-
tuitiv bedienbar.
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Elektronische Aufgaben werden adaptiv genannt, wenn sie interaktiv
auf die Eingaben der Nutzer reagieren konnen. Das bedeutet, dass je nach
Eingabe des Nutzers verschiedene Folgeaufgaben durch das System ausge-
geben werden (siche Bull und McKenna [5, S. 76-77], Maravi¢ Cisar et al.
[7, S. 143]). Ein mogliches Aufgabenkonstrukt fiir eine adaptive Aufgabe
ist folgendes:

Aufgabe mit
Eingabefeld

Eingabe korrekt Eingabe falsch

[ Zerlege Aufgabe )

in Teilschritte,

[ Bewertung ] Abfrage von Zwi-

schenergebnissen
je Teilschritt

Die Aufgabe kann so konstruiert sein, dass bei falscher Eingabe das Schema
iteriert werden kann. Ein Beispiel einer solchen Umsetzung findet man in
Pezzino [11].

Praktischer Einsatz: Ein Beispiel

Eine an der TU Hamburg eingesetzte, adaptive Ubungsaufgabe besteht
aus mehreren Teilaufgaben. Beim Start der Aufgabe bekommt jede Studie-
rende eine klassische Ubungsaufgabe vorgelegt. Die Studierende kann die-
se Aufgabe bearbeiten, anschliefend wird die Aufgabe elektronisch iiber-
priift. Bis hierhin unterscheidet sich eine adaptive Aufgabe nicht von einer
klassischen Ubungsaufgabe. Der Unterschied ist, dass bei einer adaptiven
Aufgabe der Test fiir die Studierenden nach dem Uberpriifen ihrer Ant-
worten nur dann beendet wird, wenn diese die Aufgabe richtig beantwor-
tet haben. Bei einer falschen Antwort wird die Studierende mit weiteren
Teilaufgaben, sogenannten adaptiven Schritten, schrittweise zur Losung
der urspriinglichen Aufgabe gefiihrt. Die Teilaufgaben in den adaptiven
Schritten orientieren sich an einem klassischen Losungsweg der Aufgabe.
In jeder Teilaufgabe der adaptiven Schritte wird ein Zwischenergebnis auf
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dem Weg zur Losung der urspriinglichen Aufgabe abgefragt. Die Muster-
16sung dieser Teilaufgabe wird den Studierenden in den darauf folgenden
adaptiven Schritten angezeigt, so dass sie mit den richtigen Ergebnissen
weiterrechnen konnen. Durch die adaptiven Schritte bekommen die Studie-
renden also einen zweiten Versuch die Aufgabe zu 16sen. In diesem zweitem
Versuch wird das Losen der Aufgabe durch vorgegebene Zwischenschritte
mit Musterlosung erleichtert. Fiir eine Priifung kann man die Punktzahl
tiir den zweiten Versuch, im Vergleich zum ersten Versuch, reduzieren.

Eine typische Aufgabe aus der Veranstaltung ,,Lineare Algebra [ an
der TU Hamburg ist die folgende:

Bestimmen Sie die Lisungsmenge in R3 des linearen Gleichungs-
systems

2 2 2\ [\ (o
23 1)\~ \o)
x3

Diese Aufgabe ist eine konkrete Realisierung einer Aufgabe aus der
Klasse ,,Lineare Gleichungssysteme l6sen”. Randomisierungen fiir diese
Aufgabenklasse lassen sich leicht angeben, z.B. indem einfach jeder Ein-
trag der Matrix zuféllig gewahlt wird. Jedoch ist nicht immer sichergestellt,
dass die Realisierungen auch alle denselben Schwierigkeitsgrad haben. Die
Komplexitat der Rechenschritte in jeder Realisierungen lasst sich kontrol-
lieren, indem wir, mit einer Form von Reverse Engineering (siche Sangwin
[13, S. 42]), die fett gedruckten Eintrige einer LR-Zerlegung zuféllig wéih-

len:
222y (10 2 2 2
23 1) \11 01 -1/

In dem fett gedruckten Eintrag der linken Matrix der Zerlegung steht, wie
oft man die erste Zeile von der zweiten abziehen muss, um die urspriing-
liche Matrix auf eine sogenannte Zeilenstufenform zu bringen. Durch das
Wihlen geeigneter Zufallszahlen, kann der Aufgabensteller sicherstellen,
dass z.B. nur mit niedrigen ganzen Zahlen und nicht mit Briichen gerech-
net werden muss. Fiir die Studierenden bleibt der Aufwand zum Losen
jeder dieser Realisierungen daher ungefihr gleich.

Mo6chte man bei der Bewertung der obigen Aufgabe nicht nur das
Endergebnis der Studierenden mit der Musterlosung abgleichen, sondern
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auch z.B. Folgefehler beriicksichtigen, bietet es sich an die Aufgabe adaptiv
zu gestalten. Bei der Bearbeitung der obigen Aufgabe geht man typischer-
weise in mehreren Schritten vor, die sich in der folgenden Skizze einer
adaptiven Aufgabe wiederspiegeln:

Bringen Sie das Gleichungssystem auf Zeilenstufenform.

FEine Zeilenstufenform des Gleichungssytems ist

22 210
01 —-1(0 )"

Bestimmen Sie die freien Variablen.

Indem wir die freie Variable x3 auf die rechte Seite bringen,
erhalten wir das Gleichungssystem:

(52 () - (),

Bestimmen Sie die Losung dieses Systems in Abhdngigkeit der
Variablen 3.

Mit adaptiven Aufgaben ldsst sich die Leistung der Studierenden
sehr differenziert bewerten. Zum einen lédsst sich unterscheiden, ob die
Aufgabe mit oder ohne Hilfestellung durch die adaptiven Schritte gelost
werden konnte. Jede der Teilaufgaben lasst sich separat bewerten und die
Studierenden bekommen so eine detaillierte Ubersicht {iber ihre Leistung.
Zum anderen lassen sich durch adaptive Aufgaben sogenannte Folgefehler
der Studierenden bewerten, ohne dass der Aufgabensteller im Vorfeld wis-
sen muss, was fiir typische Fehler auftreten konnten. Angenommen, eine
Studierende hat einen Fehler in ihrer Rechnung gemacht und beantwor-
tet die Aufgabe beim ersten Versuch falsch. Dann hat die Studierende bei
einer adaptiven Aufgabe die Moglichkeit, die Zwischenergebnisse in den
Teilaufgaben separat iiberpriifen zu lassen und, nachdem der Fehler ge-
funden wurde, in den folgenden Schritten mit dem korrekten Ergebnissen
weiter zu rechnen. Das heifst, die Studierenden bekommen nur in den Tei-
len Punkte abgezogen, in denen sie einen Schritt falsch beantwortet haben.
Durch die Musterlosung nach jedem adaptiven Schritt haben die Studie-
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renden in den folgenden Teilaufgaben wieder dieselben Voraussetzungen
wie jemand, der bisher alle Teilaufgaben richtig beantwortet hat.

Ein Nachteil der adaptiven Aufgaben ist, dass der Losungsweg in den
adaptiven Schritten typischerweise fest vorgegeben werden muss und mog-
licherweise von dem Weg der Studierenden abweichen kann. Im schlimm-
sten Fall muss die Studierende die Schritte zur Losung der Aufgabe noch
einmal komplett rechnen, wenn sich der urspriinglicher Losungsweg voll-
stdndig von dem vorgegebenen unterscheidet. Insbesondere wenn die Auf-
gabe ein Zeitlimit hat (wie beispielsweise in einer Priifung), ist dies pro-
blematisch. Um dem entgegen zu wirken, kann der Aufgabensteller schon
im Aufgabentext den Weg vorgeben. Beispielsweise konnte eine Aufgaben-
stellung lauten: ,,Bestimmen Sie eine Orthonormalbasis mit dem Gram-
Schmidt-Verfahren ausgehend von dem Vektor z. Mit einer derartigen
Formulierung lassen sich Freiheitsgrade in der Bearbeitung der Aufgabe
reduzieren, ohne die Aufgabe signifikant zu erleichtern.
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Helena Barbas

Prisenzerginzungen zur Mathematik im Hamburger
Projekt MINTFIT

Zusammenfassung: Das Hamburger Projekt MINTFIT bietet an der Schnittstelle Schule-
Hochschule Prasenzveranstaltungen im Fach Mathematik als Ergédnzung zu einem breit
gefécherten Angebot aus Online-Tests und -Kursen. Das Projekt MINTFIT richtet sich an
Schiler*innen und MINT-Studieninteressierte. Weitere Tests bzw. Kurse zu den F&chern
Physik, Informatik und Chemie stehen bereits zur Verfligung bzw. befinden sich im Aufbau.

1. Einfihrung

MINT-Studiengédnge verzeichnen bekanntlich hohe Abbruchquoten. Da
Ursachen hierfur auch in lickenhaften VVorkenntnissen bzw. Unsicherheiten in
der Anwendung des Schulwissens zu suchen sind, entwickelt das Projekt
MINTFIT Hamburg Malinahmen zur Erleichterung des Studieneinstiegs unter
anderem in Form von onlinebasierten diagnostischen Tests und zugehorigen
Onlinekursen im Bereich Mathematik [1], Physik [2] (beide bereits
abgeschlossen), Chemie [3] und Informatik [4] (beide im Aufbau).

Das reine Onlineangebot aus Tests und Kursen wird durch Prdasenzangebote
abgerundet: So werden derzeit das MINTFIT Mathe-Camp, das MINTFIT
Physik-Camp und das MINTFIT MINT-Training (als Nachfolger des Mathe-
Trainings) regelmaRig angeboten.

Mit dem kombinierten Online- und Présenzangebot konnen sich Schiiler*innen
und MINT-Studieninteressierte so vor Studienbeginn selbststandig (mit
Onlinetests und -Kursen) oder mit Unterstiitzung (in den Camps und im MINT-
Training) auf die fachlichen Inhalte eines MINT-Studiums vorbereiten.

Im Folgenden werden die Prasenzangebote zur Mathematik MINTFIT Mathe-
Camp und MINTFIT MINT-Training beschrieben.

MINTFIT Hamburg ist ein Verbundprojekt der vier Hamburger MINT-
Hochschulen Hochschule fir Angewandte Wissenschaften Hamburg (HAW),
HafenCity Universitdt Hamburg (HCU), Technische Universitdt Hamburg
(TUHH) sowie Universitat Hamburg (UHH) und wird geftrdert von der
Hamburger Behorde fiir Wissenschaft, Forschung und Gleichstellung.

2. Das MINTFIT Mathe-Camp

Das MINTFIT Mathe-Camp findet regelméRig seit Sommer 2016 in den
Raumlichkeiten der HCU Hamburg statt. Durch die Jahre wurde das Konzept
immer weiter an die Bedirfnisse der Teilnehmer*innen angepasst.
Grundsétzlich bestent das einwochige Mathe-Camp aus einer téglich
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stattfindenden Vorlesung von 2,5 Stunden Dauer und einer anschlieenden
Ubung von mindestens 1,5 Stunden Dauer.

In der Vorlesung werden ausgewahlte Gebiete der Schulmathematik wiederholt
und teilweise vertieft. Die mathematische Grundlage ist hierbei der
Mindestanforderungskatalog der cosh-Gruppe aus Baden-Wrttemberg.

Die Themenauswahl erfolgte anhand des MINTFIT Mathetests und der
Ergebnisse der Testteilnehmer*innen. So werden im Mathe-Camp nun die
Themengebiete behandelt, in denen im Mittel Gber die Jahre die schwéchsten
Ergebnisse erzielt wurden. Im aktuell stattfindenden Mathe-Camp werden also
die Themen Potenzen und Wurzeln, Logarithmen, Trigonometrie,
trigonometrische  Funktionen, Vektorgeometrie, Differentialrechnung und
Integralrechnung behandelt. Die Teilnehmer*innen erhalten ein Skript zur
Vorlesung sowie weitere Materialien wie Aufgabenzettel und Musterlésungen.
Die Vorlesung dient gleichzeitig als Einfuhrung in die beiden kostenlosen
Lernplattformen OMB+ (Online Mathematik Briickenkurs Plus) und viaMINT
(videobasierte interaktive Vorkurse), die an die MINTFIT-Plattform
angegliedert sind. So werden z.B. Applets und Ubungen aus dem OMB+ und
einfuhrende Videos aus viaMINT gezeigt. Das Ziel ist hierbei, die
Kursteilnehmer*innen mit den beiden Lernplattformen vertraut zu machen — sie
sollen auf diese Weise eine eventuell vorhandene Scheu vor den unbekannten
Lernplattformen bzw. vor deren Nutzung verlieren und nach Ende des Kurses
selbststandig mit ihnen weiterlernen.

Da in der Anfangsphase des MINTFIT-Projekts der Kurs als zweiwdchig
angeboten wurde, wurden zeitweise auch die Themen Gleichungen,
Ungleichungen und lineare Gleichungssysteme behandelt. Die Skriptteile, die
diese Themen behandeln, werden den Teilnehmer*innen weiterhin zur
Verfligung gestellt, auch wenn sie aktuell nicht im Kurs abgedeckt werden
kénnen. Ein Grund fir die Verkirzung des Kurses war der Wunsch, moglichst
vielen Interessent*innen die Teilnahme zu ermdglichen. Die unterschiedlichen
Ferienzeiten der  Bundeslander  Hamburg,  Schleswig-Holstein  und
Niedersachsen sowie die unterschiedlichen Starttermine der VVorlesungszeiten an
den Universitaten und z.B. der Hochschule fir Angewandte Wissenschaften
Hamburg, aber auch die hohen Interessent*innenzahlen haben diese
(momentane) Einschrénkung mit sich gebracht.

In den Ubungsgruppen am Nachmittag (maximal 18 Teilnehmer*innen) losen
die Teilnehmer*innen mit tutorieller Hilfe zuerst thematisch passende
Ubungsaufgaben. Diese werden auf Zetteln in der Vorlesung verteilt und decken
verschiedene Schwierigkeitsgrade ab: Da die Teilnehmer*innen verschiedenste
Hintergrinde haben (von langjéhrig Berufstétigen, die ein Studium anstreben,
bis zu Schiler*innen, die in den Ferien eine Herausforderung suchen) werden
sehr einfache bis sehr schwierige Aufgaben angeboten. Sobald diese Aufgaben
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bearbeitet sind, geht es an den zweiten Teil der Ubung: in diesem werden
Aufgaben aus dem OMB+ und viaMINT bearbeitet. Nach diesem Teil sollen
sich die Teilnenmer*innen kurz auf die Inhalte des nachsten Tages vorbereiten
und eventuell auch schon Fragen entwickeln, die zu Beginn der Vorlesung des
néchsten Tages behandelt werden kdnnen.

Im Jahr 2019 beispielsweise fand das Mathe-Camp an drei Terminen statt. Im
Mérz (den sogenannten Hamburger ,,Méarzferien*) wurde das Mathe-Camp zur
erganzenden Abitur-Vorbereitung angeboten und fand dadurch groRen Anklang.
So wurden zwei parallele Kurse angeboten: Ein Kurs am Vormittag mit
Ubungen am frilhen Nachmittag sowie ein Kurs am Nachmittag mit Ubungen
am spaten Nachmittag. In jedem Kurs werden maximal 35 Teilnehmer*innen
zugelassen, damit eine intensive Zusammenarbeit moglich ist und alle gestellten
Fragen grindlich beantwortet werden kénnen. Im September 2019 wurde das
Angebot sogar auf drei Kurse ausgeweitet: Zwei Kurse wurden auf Basis-
Niveau angeboten und ein Kurs auf erhOhtem Niveau. Inhaltlich sind die
Niveaus nahezu deckungsgleich; im erhOhten Niveau werden aber
weiterfihrende Beispiele und Ausblicke auf Inhalte der Hochschulmathematik
gegeben. Die Teilnehmer*innen konnten sich selbststandig - selbstverstandlich
nach Verflgbarkeit von Kursplatzen - fir eines der Niveaus entscheiden. Vor
einer Anmeldung mussten allerdings beide Teile des MINTFIT Mathetests
absolviert werden, so dass die Interessent*innen ihre Leistung und ihre
Vorkenntnisse selbst einschatzen konnten. Der MINTFIT Mathetest bietet neben
einer sofortigen Korrektur der Bearbeitungen auch Musterlésungen aller
Aufgaben, vor allem aber auch ein textliches Feedback sowie eine pragnante
Einstufung des Ergebnisses mittels Gold-, Silber-, Bronze- oder
Teilnahmeabzeichen. Es wird keine explizite Empfehlung ausgesprochen, an
welchem Niveau die Interessent*innen teilnehmen sollten, sondern darauf
vertraut, dass diese sich selbst anhand ihres Ergebnisses einstufen kénnen. Ein
Wechsel zwischen den Niveaus ist nach Kapazitat moglich.

3. Das MINTFIT MINT-Training

Das MINTFIT-MINT-Training findet seit April 2019 regelméaRig statt. Vor
April 2019 (von Sommer 2016 an, aber nicht durchgangig) wurde das MINTFIT
Mathetraining mit ansonsten analogem Konzept angeboten. Das MINT-Training
findet momentan zweimal wochentlich an der TUHH (Dienstag) und an der
UHH (Donnerstag) jeweils von 17:00 bis 19:00 Uhr statt. Betreut werden diese
Termine von einer der zwei bis drei studentischen Hilfskréfte, die tber das
MINTFIT-Projekt angestellt sind. Das MINT-Training ist eine Art offene
Sprechstunde mit intensiver Betreuung, in die Interessierte kommen kénnen, um
ihre Mathematik- und Physik-Schulkenntnisse zu verbessern. Es richtet sich also
vorrangig an Schiler*innen und MINT-Studieninteressierte, steht aber z.B. auch
Studierenden des ersten Semesters offen. Teilnehmer*innen konnen ohne
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vorherige Anmeldung mit konkreten Fragen erscheinen, oder es werden ihnen
Empfehlungen gegeben, womit sie arbeiten konnen — z.B. mit dem MINTFIT
Mathetest, dem MINTFIT Physiktest oder konkreten Inhalten aus OMB+,
viaMINT oder dem MINTFIT Physikkurs.

4. Ausblick und sonstige Angebote

Seit Sommer 2019 wird auch ein Physik-Camp im Projekt MINTFIT angeboten,
das analog zum Mathe-Camp aufgebaut ist. Parallel zum Ausbau der
Prasenzangebote wird auch das Online-Angebot erweitert: So ist seit September
2019 ein Chemie-Onlinetest auf www.mintfit.namburg verfigbar. Ein Chemie-
Onlinekurs sowie ein Informatik-Onlinetest und -Kurs befinden sich derzeit im
Aufbau und werden mit Ende der dritten Férderphase des MINTFIT-Projekts
Ende 2020 zur Verfligung stehen.
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Paul Wolf & Stefan Friedenberg

Hochschulweite Untersuchung der Mathematik —
Grundlagen zu Studienbeginn an der Hochschule
Stralsund

Zusammenfassung: Eine Bedarfsanalyse unter den Lehrenden der Mathematik sowie
mathematiknaher Facher an der HS Stralsund zeigte die relevanten mathematischen Themen
fir den Studienstart auf. Aufbauend auf den Ergebnissen wurde ein Grundlagentest entwickelt
und hochschulweit in allen Erstsemester-Mathematikveranstaltungen eingesetzt. Wir
berichten hier Uber die Studie und deren Ergebnisse.

1. Einfihrung

Die Schwierigkeiten von Studierenden in mathematikaffinen Studiengéngen
geben immer wieder Anlass, den Ist-Zustand zu untersuchen und mit
entsprechenden Interventionen zu begegnen. Dies wurde unter anderem auch in
diversen Projekten des Kompetenzzentrums Hochschuldidaktik Mathematik
gezeigt (khdm.de). Beispielhaft seien hier Vorkurse/Briickenkurse oder auch
spezielle Erganzungsveranstaltungen wahrend des Semesters genannt. Dies
erfordert zundchst Wissen Uber die konkreten Liicken in den mathematischen
Grundlagen. Eine Bedarfsanalyse unter allen Lehrenden an der HS Stralsund,
die Mathematik oder mathematiknahe Inhalte unterrichten (kurz:
,Dozentenbefragung®), zeigte auf, welche mathematischen Grundlagen
besondere Relevanz in der Studieneingangsphase vor Ort haben (s. Wolf &
Friedenberg 2017). Aufbauend auf den Ergebnissen wurde ein Grundlagentest
entwickelt, welcher hochschulweit in allen Mathematik-Erstsemester-
veranstaltungen eingesetzt wurde. Wir moéchten in dieser Arbeit Ergebnisse und
Methodik der Studie présentieren und somit Einblick in eine hochschulweite
Untersuchung anbieten. Die Arbeit entstand im Rahmen des Projektes HoDiMa
(Hochschuldidaktik Mathematik) an der HS Stralsund.

2. Ziele und Forschungsfragen

Die Studie bestand aus zwei zentralen Teilen: Der Dozentenbefragung bzgl. der
Relevanz mathematischer Themen zum Studienstart und dem darauf
aufbauenden  Mathematik-Grundlagentest, der in allen Erstsemester-
Mathematikveranstaltungen im  WS17/18  durchgefiihrt wurde. Die
Forschungsfragen des zweiten Teils, auf den wir hier eingehen wollen, lauten:
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1. Welche der mathematischen Grundkenntnisse, die von den Dozenten als
relevant flr den Studienstart bewertet wurden, werden von den
Studienanfangerinnen und Studienanfangern der HS Stralsund tendenziell
(nicht) beherrscht?

2. Inwiefern unterscheiden sich die Ergebnisse hinsichtlich der einzelnen
Studiengénge bzw. Fakultiten?

Im Hinblick auf Studien von z.B. Greefrath & Hoever (2016) und den
Ausfiihrungen von Biehler et al. (2014) gingen wir davon aus, dass generell
Liicken bei den ,klassischen Problemthemen wie Bruchrechnung, Potenzen
oder Logarithmen vorlagen. Im Hinblick auf die zweite Frage lag die Hypothese
nahe, dass deutliche Unterschiede zwischen den Fakultiten identifiziert werden
konnten. So berichten z.B. Greefrath et al. (2014) von deutlichen Unterschieden
zwischen Studienanféngerinnen und Studienanféngern der Informatik und der E-
Technik hinsichtlich der Mathematik-Vorkenntnisse.

3. Design der Studie

Anfang 2017 wurden die Lehrenden der Hochschule Stralsund, die Mathematik
oder ein mathematiknahes Fach (wie z.B. Technische Mechanik) im ersten
Semester unterrichten, hinsichtlich der Relevanz von 49 mathematischen
Themen befragt. Die Auswertung der Dozentenbefragung zeigte eine Reihe von
Themen auf, welche als wichtig oder gar sehr wichtig bewertet wurden (wie z.B.
Bruchrechnung, Potenzgesetze, s. Wolf & Friedenberg 2017, S. 209). Dieser
Auflistung folgend sollte nun ein entsprechender Grundlagentest im WS17/18
eingesetzt werden. Die Mathematikdozentinnen und -dozenten der HS Stralsund
boten an, den Test in all ihren Erstsemester-Mathematikveranstaltungen in den
ersten Wochen des Semesters wahrend der Vorlesung einzusetzen, was das
starke Interesse der Lehrenden an den Resultaten unterstreicht.

Die Entwicklung des Tests (die Aufgaben werden auf Anfrage gerne
bereitgestellt) beruhte auf den Wiinschen der Lehrenden dieser Hochschule,
weshalb wir entschieden den Test selbst zusammenzustellen, wobei wir zunéchst
nach zuganglichen Leistungstests recherchierten, um madglichst auf erprobten
Aufgaben aufzubauen (z.B. Baumert et al. 1999). Jede Aufgabe bietet 6
Antwortmaglichkeiten (inklusive ,,Weif3 ich nicht®) — eine richtige Lésung und
finf Distraktoren. Die Studierenden wurden gebeten, mdglichst nicht zu raten,
sondern gegebenenfalls ,,Weil3 ich nicht* zu wéhlen.

Aus der erwdhnten Dozentenbefragung ergaben sich 21 mathematische
Themen®. Die erste Version wurde Anfang April 2017 in der ,,Mathematik 2 fiir

! Elementares Rechnen, Distributivgesetz, Bruchrechnung, quadratische Gleichung, Potenzgesetze, lineare
Gleichung, Logarithmus, lineare  Funktionen, Summen, Zahlbereiche, Exponentialfunktion,
Prozentrechnung, Differentialrechnung, Idee und Grundlagen der Integralrechnung, einfache lineare
Gleichungssysteme, lineare Ungleichungen, Trigonometrie, Betragsungleichung und ,,Funktionsbegriff.
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Informatiker mit 30 Studierenden pilotiert. Die Datenerhebung erfolgte von
September bis Anfang November 2017 in den Erstsemester-
Mathematikveranstaltungen. Es nahmen 320 Studierende teil (ca. 64% der
relevanten Erstsemester), von 311 Probanden wurden alle Aufgaben bearbeitet.
Alle Lehrenden erhielten anschlieBend Auswertungen zu den sie
interessierenden Kohorten.

4. Ergebnisse

Die HS Stralsund ist aktuell in drei Fakultaten unterteilt: Wirtschaft (WS),
Maschinenbau (MB) und Elektrotechnik-Informatik (ETI). Aus Platzgriinden
konnen wir nur auf die hochschulweiten Ergebnisse eingehen. Auf Anfrage
senden wir auch gerne ausfiihrliche Auswertungen zu.

Drei Viertel der Teilnehmer*innen hat das Abitur und weitere 21% eine FH-
Reife, wobei weniger als 10% ihren Abschluss vor 2013 erlangt haben. Wie flr
den Standort (blich stammen die meisten Studienanfangerinnen und
Studienanfangern aus Mecklenburg-Vorpommern (41%) oder den umliegenden
Bundeslandern. Rund 37% haben einen Mathematik-Leistungskurs (bzw.
erhohtes Niveau) und 53% einen Grundkurs (bzw. grundlegendes Niveau)
besucht. Die Schul-Abschlusszeugnisnote liegt im Mittel bei 2,5 (Median 2,6;
SD 0,6). Die letzte Mathematiknote fallt im Durchschnitt mit 2,8 etwas
schlechter aus (Median 2,7; SD 1,0). Wird jede der 21 Aufgaben bei korrekter
Antwort mit einem Punkt belohnt, so ergibt sich tUber alle Probanden hinweg ein
Mittelwert von 8,5 (Median 8; SD 4,5) Gesamtpunkten. Lediglich 38% haben
mehr als 10 von 21 Punkten erlangt und nur rund 15% haben mehr als zwei
Drittel der Punkte erreichen konnen.

In Abb. 1 werden die Studiengange hinsichtlich der Verteilung der
Gesamtpunktzahl via Boxplots verglichen. Die Abkurzungen stehen fir
verschiedene Studiengénge (z.B. Softwareentwicklung und Medieninformatik
(SMI), Regenerative Energien (Reg), Motorsport Engineering (MSE),
Medizininformatik (MIMEB), Leisure and Tourism Management (LTM) sowie
IT-Sicherheit und mobile Systeme (SMS)). Besonders die E-Technik-
Studiengénge und die BWL stechen durch auBergewohnlich gute bzw. schlechte
Leistungen hervor. Im Falle der E-Technik liegt eine sehr breite Streuung vor
(5,8), allerdings liegen hier lediglich ca. 20% unterhalb der Hélfte der Punkte,
wéhrend etwa die Halfte der Probanden mehr als zwei Drittel der Punkte im Test
erlangt haben. Betrachten wir die E-Technik-Studiengange (also E-Technik,
WING-E und Reg), so liegt ein Median von 13 Punkten bei einer Streuung von
SD=4,8 vor. Hier haben etwa 26% weniger als die Halfte der Punkte erreicht
und ca. 47% erlangten zwei Drittel oder mehr der moglichen Punkte. Es liegt
also eine Dbeachtliche Differenz zwischen den angehenden E-Technik-
Ingenieuren und insb. den BWL-Studienanfangerinnen und Studienanfangern
vor. Man beachte jedoch, dass LTM ebenfalls ein Wirtschaftsstudiengang ist
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und hier immerhin an funfter Stelle liegt. Die Punktetendenz scheint also mehr
vom Studiengang, denn von der Fakultat abzuhangen.

Verteilung der Gesamtpunkizahl nach Studiengang
Boxbreite proportional zur Stichprobengrafie, NA=0 Punkte

E-Technik- = I N =311
WING_E -
Reg- T
WING_Int- — - )
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Abb. 1: Verteilung der Gesamtpunktzahl nach Studiengang uber alle Probanden

Da wir in diesem Beitrag nicht auf alle Aufgaben eingehen koénnen, treffen wir
eine exemplarische Auswabhl.

5 _Zi 7' in Aufgabe 4 fiel den
Probanden recht leicht. Rund 71% kreuzten die richtige Antwort an (ca. 12%
,weil} ich nicht™). Wihrend nur etwa 47% der BWL-Studierenden die Aufgabe
korrekt losten (27% ,,weil} ich nicht™), stellte sie fiir die E-Techniker keine
Hiirde dar (93% korrekt, 3,2% ,,weil} ich nicht*). Wahrend man somit bei den
Ingenieuren direkt in den fortgeschrittenen Themen einsteigen kann, missen
Lehrende der BWL-Studierenden augenscheinlich die entsprechenden
Grundlagen wiederholen oder génzlich neu beibringen.

Das Losen des Gleichungssystems {

Die Aufgabe 10 behandelt die Prozentrechnung:

., Ein Laden in Ddnemark wirbt mit dem Slogan ,, Heute keine Mehrwertsteuer
(derzeit 25 Prozent). Wie viel Prozent gunstiger sind die Waren gegenuber
sonst?* Antwortmoglichkeiten: 15%, 19% 20%, 25%, 75% oder ,,weil} nicht®.
(nach Grosse & Geller-Urban (2017), zuzuglich eigenen Distraktoren)

Entgegen unserer ursprunglichen Erwartung lag hier die Ldsungsquote der
BWL-Studierenden bei unter 13%. Uber 70% wahlten den Distraktor ,,25%.
Dies hat uns Uberrascht, da wir davon ausgegangen sind, dass kaum jemand
einfach die Zahl aus der Aufgabenstellung wahlen wirde. Wir wollten
ursprunglich nicht einmal diese Antwortmdglichkeit geben, da sie aus unserer
Sicht eine zu offensichtliche Falschantwort darstellt. Die E-Techniker schnitten
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jedoch auch nicht wesentlich besser ab: Nur 16% losten die Aufgabe korrekt.
Auch hier haben mehr als die Halfte (rund 59%) den genannten Distraktor
gewahlt. Studierende erklarten, dass sie die Frage ,,gegeniiber sonst nicht
verstanden hatten. Uns wurde jedoch mitgeteilt, dass in der BWL eine Woche
vor dem Test die gleiche Aufgabenstellung nur mit Deutschland statt Danemark
geubt wurde.

5. Fazit

In der Gesamtauswertung zeigten die Studierenden akzeptables Grundwissen
hinsichtlich des Lodsens von linearen Gleichungssystemen mit zwei
Unbekannten, des Ableitens von Polynomen, elementaren Rechnungen mit
Zahlen sowie des Ldsens von linearen Gleichungen mit einer Unbekannten.
Grolie Schwierigkeiten bereiteten die Prozentrechnung, Bruchrechnung (mit
Unbekannten), Potenzen / Wurzeln, Logarithmus, Berechnung eines bestimmten
Integrals (Polynom) und die Trigonometrie (Berghthe). Auch das Aufldsen von
Klammern und das Losen von Ungleichungen féllt schwer. Wissen Uber die
Funktionsgraphen der Exponential- und Logarithmusfunktion kann nach unseren
Ergebnissen nicht als selbstverstandlich vorausgesetzt werden. Ergebnisse aus
ahnlichen Mathematik-Grundlagentest zeigen ebenfalls hdufig niedrige
Losungsquoten (vgl. Abel & Weber 2014). Einige Grinde fur das schlechte
Abschneiden werden in der Literatur aufgezahlt und z.B. in Greefrath & Hoever
(2016, S. 528f) zusammengefasst. Wir stimmen den Vermutungen von z.B.
Knospe (2011) zu, dass die Inhalte in der Schule nicht in ausreichendem
Umfang eingeubt (oder tberhaupt nicht behandelt) wurden.

Ein klareres Bild hinsichtlich der vorhandenen und fehlenden Grundlagen in der
Mathematik stellt eine Basis fur gute Lehre dar. Der hier vorgestellte Test zeigt
wichtige Tendenzen auf, deren Untersuchungen weiterer Forschungsgegenstand
sein konnen. Zwar ist uns bewusst, dass die Studienanfangerinnen und
Studienanfanger der HS Stralsund nicht reprasentativ fiir die Gesamtheit der
deutschen Studierenden sind, jedoch konnen die hier vorgestellten Verfahren
(insbesondere die Kombination aus Dozentenbefragung und Leistungstest)
durchaus Beispielcharakter fur andere Hochschulen haben und in zukunftigen
Untersuchungen gewinnbringend eingesetzt werden. Es ist klar, dass solche
Erhebungen regelmaRig erfolgen missen, da Bildung im Wandel ist und gerade
aktuelle Erkenntnisse der modernen Lehre nitzen. Im Hinblick auf die
Ergebnisse dréngt sich die Frage auf, ob und welche MaRnahmen notwendig
sind. Die aktuelle Situation ldsst an der Hochschule Stralsund nur einen kurzen
Vorkurs zu. Semesterbegleitende Angebote werden vom HoDiMa-Projekt
bereitgestellt, basieren jedoch auf Freiwilligkeit und Belohnungssystemen. Ein
Vorsemester zum Aufbauen der mathematischen Grundlagen, wie z.B. an der
HS Osnabrtick, erscheint uns als ein notwendiger Schritt, obgleich er mit einigen
verwaltungstechnischen Hurden verkniipft ist. Untersuchungen wie die hier
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vorliegende fordern die Diskussion und zeigen auf, dass es langst an der Zeit ist,
die Hirden anzugehen.

Obgleich tiefergehende statistische Analysen noch ausstehen und wie bei nahezu
jedem Test Kritik an einzelnen Aufgaben berechtigt ist, mochten wir mit diesem
Beitrag dazu aufrufen, Leistungstests an vorhergehende Bedarfsanalysen
anzupassen. Die Diskussion (ber die Differenzen zwischen Ist und Soll
hinsichtlich der Themen und Leistungen der Studienanfangerinnen und
Studienanfangern muss an die Lehrenden getragen werden, da hier haufig ein
sehr unklares Bild tber die tatsdchlich mitgebrachten Grundlagen vorliegt, was
zu Frust und Demotivation auf beiden Seiten fuhren und damit weitreichende
Auswirkungen auf den Studienverlauf haben kann. An der Hochschule Stralsund
haben die Ergebnisse fir rege Diskussionen und weitere Untersuchungen
gesorgt und somit hier ein wichtiges Ziel erreicht.
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Katharina Best

Einsatz eines Lerntagebuchs in der Mathematik-
Grundlagenausbildung

Zusammenfassung. Im Rahmen der Mathematik-Grundvorlesung eines naturwissen-
schaftlich-technischen Studiengangs wurde der Einsatz von Lerntagebiichern durch die
Studierenden auf freiwilliger Basis erprobt. Es werden die dabei gemachten quantita-
tiven und qualitativen Beobachtungen vorgestellt.

Lerntagebiicher in der Hochschullehre

Das Lerntagebuch ist ein urspriinglich in der Grundschuldidaktik behei-
matetes didaktisches Werkzeug, das je nach Ausgestaltung der Erreichung
unterschiedlicher Ziele dienen kann, insbesondere einer Strukturierung des
Lernprozesses, der Dokumentation des Lernfortschritts sowie der Forde-
rung der lernspezifischen Selbstreflexion.

Beim Einsatz von Lerntagebiichern im Rahmen der Hochschullehre
steht die Selbststrukturierung des Lernprozesses durch die Studierenden
im Vordergrund [3]. Im einfachsten Fall kann es sich hier um eine systema-
tische Erfassung der aufgewendeten Lernzeit mit den jeweils bearbeiteten
Inhalten, gelosten Aufgaben etc. handeln.

Haufig wird in diesem Kontext auch von digitalen Hilfsmitteln zur
Fithrung des Lerntagebuchs Gebrauch gemacht [6]. Dies erlaubt unter Um-
stdnden ein indirektes zeitnahes Feedback {iber Verstandnisschwierigkeiten
an die Lehrenden, allerdings um den Preis, dass sich Studierende je nach
Struktur der verwendeten Werkzeuge unter stiandiger Beobachtung fiihlen
konnten, worunter die Authentizitdt der erfassten Eintrége leiden konn-
te.

Ein Versuch an der Ruhr-Universitdt Bochum im Rahmen eines um-
fangreichen Projektes zur Vermeidung des Studienabbruchs in der Stu-
dieneingangsphase der Ingenieurwissenschaften [2] hat Lerntagebiicher im
Bereich Mathematik eingesetzt und evaluiert [I]. Dabei lag der Schwer-
punkt deutlich auf dem Bereich Lernmotivation. Zur Umsetzung wurde
ein digitales Werkzeug verwendet. Dabei stellte sich auch iiber mehrere
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Wiederholungsdurchgénge mit jeweils angepassten Randbedingungen her-
aus, dass im Hinblick auf die urspriingliche Zielsetzung keine wesentliche
Verbesserung durch die Nutzung von Lerntagebiichern zu erzielen war.
Die konkrete Umsetzung mit dem digitalen Werkzeug wurde dabei von
den Studierenden trotz zwischenzeitlicher Anpassungen, Reduzierung der
Fragenmenge sowie der Eintragsfrequenz unverandert als sehr aufwendig
empfunden.

Der Schwerpunkt der Bochumer Lerntagebiicher lag auf Items zu
Lernorganisation, Befindlichkeit und Motivation. Lerntagebiicher mit ei-
ner derartigen Schwerpunktsetzung haben in fritheren empirischen Unter-
suchungen positive Effekte im Hinblick auf eine Verdnderung des beobach-
teten Lernengagements gezeigt [7].

Ausgangssituation und Versuchsbedingungen

In vielen naturwissenschaftlich-technischen Studiengéngen mit obligatori-
schen Mathematikinhalten ist die Eigenmotivation der Studierenden in den
mathematischen Veranstaltungen problematisch, analog zur Ausgangssi-
tuation des Bochumer Projektes.

Eines der regelmifig auftretenden Probleme ist die fehlende Refle-
xion der Studierenden iiber ihren individuellen Lernfortschritt und daraus
resultierende Lernblockaden, die einer weiteren Beschéftigung mit den In-
halten im Wege stehen. Dies dufert sich auch in grofer Diskrepanz zwi-
schen der fachlichen Selbsteinschiatzung und tatsachlich erreichtem Lern-
stand, die bei Klausureinsichten zu Tage tritt. Im Rahmen regelméfiger
Lehrevaluationen wird von den Studierenden selbst fiir die Vor- und Nach-
bereitung aufgewendetes Zeitbudget angegeben. Dieses offenbart eine ge-
ringe Ubungsintensitidt und ldsst ein nur scheinbares oberflichliches Er-
fassen des Lernstoffes beobachten, wobei selbst elementare Anwendungs-
und Transfersituationen nicht bewaltigt werden konnen. Auch begleiten-
de Lehrveranstaltungen wie Ubungen und durch studentische Hilfskrifte
abgehaltene Tutorien erreichen bei vielen Studierenden keine aktive An-
eignung der Lerninhalte. Vielmehr scheinen einige Studierende sich bereits
durch regelméfigen Besuch der Veranstaltungen ohne aktive Beteiligung
hinsichtlich ihrer Lernerfolge und der Zuversicht, die Inhalte selbst aktiv
anwenden zu kénnen, unberechtigt und uniiberpriift sicher zu sein.
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Diese Problematik wurde auch im Rahmen des Studiengangs Um-
weltmonitoring und forensische Chemie [4] an der Hochschule Hamm-
Lippstadt wiederholt beobachtet. Das didaktische Mittel Lerntagebuch
wurde daher im Rahmen dieses Studiengangs erprobt, mit besonderem Au-
genmerk auf eine mégliche Verbesserung der studentischen Selbstreflexion
und ein moglichst frithzeitiges Aufdecken von Verstandnisschwierigkeiten.
Es wurde dazu eine strukturierte Form gewahlt, basierend auf folgenden
Leittragen, die in jedem Eintrag zu beantworten waren:

1. Wann habe ich mich mit Mathe beschéaftigt?
2. Wo habe ich mich damit beschéftigt?

3. Wer war noch dabei? (Lerngruppe?)

4. Womit habe ich mich bechaftigt?

5. Was habe ich verstanden/gelernt?

6. Was muss ich mir noch genauer ansehen?

7. Welche Fragen bleiben offen?

Ziel dieser Fragen war, durch die Benennung individueller Fortschritte und
Hemmnisse eine differenzierte Sicht des Lernprozesses zu ermoglichen, und
einer emotionalen Aufladung von Verstandnisschwierigkeiten vorzubeugen.
Insofern unterscheidet sich die Zielrichtung der strukturierenden Fragen
von fritheren Versuchen deutlich.

Das Fiihren der Lerntagebiicher sollte auf freiwilliger Basis gesche-
hen. Um dennoch eine hohe Beteiligung zu gewéhrleisten, wurde eine re-
gelméfige und sorgfiltige Fiihrung der Lerntagebiicher als Zusatzleistung
auf die Modulnote angerechnet. Die konkreten Inhalte des Tagebuchs und
die darin ggf. ablesbaren Lernfortschritte wurden selbstverstandlich nicht
bewertet.

Die Lerntagebiicher wurden in zwei aufeinander folgenden Semestern
in den Veranstaltungen Mathematik I und Mathematik II eingesetzt. Die
Kohorte war damit iiber die zwei Semester nahezu die gleiche. Es wurde
bewusst auf den Einsatz digitaler Technik verzichtet. Stattdessen sollte ein
fest gebundenes Papierheft verwendet werden, um die Assoziation eines
Tagebuchs zu stiarken, das Gefiihl der Privatheit der Eintrage zu geben
sowie ein nachtragliches Editieren der Eintrage zu erschweren.
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Beobachtungen

In beiden Semestern wurde das Tagebuch von jeweils etwa 40% der Studie-
renden genutzt. Zur Beurteilung des studentischen Lernerfolgs stehen in
Ermangelung eines systematischen studentischen Feedbacks als Kriterium
primér die Teilnahme und das Abschneiden bei den jeweils zum Semes-
terende stattfindenden Modulklausuren zur Verfiigung. Uber Studierende,
die an den entsprechenden Klausuren nicht teilgenommen haben, lasst sich
keine Aussage treffen.

Weder im Winter- noch im Sommersemester konnte ein Vorteil des
Tagebuchschreibens ermittelt werden. Im Mittel waren die Tagebuchschrei-
ber*innen nicht erfolgreicher in der Klausur als die Nichtschreiber*innen.
Die erfolgreichsten Studierenden waren jeweils Tagebuchschreiber*innen,
allerdings kann keine Aussage getroffen werden, ob hierbei ein direkter
Effekt des Tagebuchschreibens oder lediglich Auswirkungen iiberdurch-
schnittlichen Fleifses seitens der Studierenden vorliegen.

Betrachtet man spezifisch diejenigen Studierenden, die nicht kon-
sistent iiber beide Semester Tagebuch geschrieben haben, so féllt auf,
dass Neueinsteiger*innen im wesentlichen vergleichbare Ergebnisse in der
Klausur des zweiten Semesters erzielen wie konsistente Schreiber*innen.
Aussteiger*innen, die nur im Wintersemester ein Lerntagebuch gefiihrt
haben, schneiden im Allgemeinen jedoch schlechter ab. Es steht zu ver-
muten, dass die Aussteiger*innen tendentiell ihr gesamtes Engagement
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Abb. 1: Klausurergebnisse der Tagebuchschreiber*innen vs. Nicht-
Schreiber*innen im Winter- und Sommersemester. Die Klausur-
ergebnise sind normiert.
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Abb. 2: Klausurergebnisse der konsistenten Tagebuchschreiber*innen im
Vergleich zu denen der Einsteiger*innen und der Aussteiger*innen
im Sommersemester.

fiir die Mathematik-Lehrveranstaltung reduziert haben. Konsistente Ta-
gebuchschreiber*innen bilden dabei die gesamte Bandbreite hinsichtlich
des Klausurerfolgs ab. Diese Ergebnisse sind im wesentlichen im Einklang
mit den Bochumer Beobachtungen [I].

Auffillig ist vor allem die Gruppe der Dropouts, d.h. derjenigen Stu-
dierenden, die im Wintersemester an der Klausur teilgenommen haben,
im darauf folgenden Sommersemester jedoch nicht mehr. Diese waren nur
zu 24% Tagebuchschreiber*innen im Vergleich zu 48% in der Gruppe der
Studierenden, die beide Klausuren mitgeschrieben haben. Da ein direkter
positiver Effekt des Tagebuchschreibens nicht belegbar ist, liegt auch hier
die Vermutung einer grundsitzlichen Reduktion des Lernaufwands oder
Engagements nahe. In diesem Sinne ist es moglich, den Ausstieg aus der
Beteiligung am Tagebuchschreiben als Friihwarnindikator fiir Studieren-
de mit Dropoutgefahr zu verstehen. Es wére interessant diesen Effekt fiir
ein digital gefiihrtes Tagebuch zu verifizieren, wodurch eine Md&glichkeit
der Reaktion auf Dropoutgefahr zeitnah wihrend des Semesters gegeben
ware.

Es fand einmalig je Semester eine Begutachtung der studentischen
Tagebiicher nach den Kriterien Haufigkeit, Regelméfigkeit, Ausfiihrlichkeit
und Angemessenheit statt. Dabei wurden auch die durch die Studierenden
formulierten offenen Fragen registriert, die teilweise von erstaunlicher Qua-
litat waren. Auch hier wiirden sich bei Verwendung eines digitalen Tage-
buchs wertvolle Reaktionsmoglichkeiten eréffnen bis hin zu einem Einsatz
im Sinne des Just In Time Teaching [5].
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Es wird angestrebt, in Zukunft den Einsatz eines digitalen Lernta-

gebuchs zu erproben, um hierbei vor allem den potentiellen Nutzen fiir
die Lehrenden zu evaluieren. Ein digitales Werkzeug hierfiir sollte nach
Moglichkeit die mit der Papiervariante verfolgten Zielsetzungen bertick-
sichtigen. Gleichzeitig muss, wie die Bochumer Ergebnisse gezeigt haben,
die Minimierung des Aufwands fiir die Nutzung hohe Prioritdt haben. Die
gleichzeitige Erfiillung dieser Kriterien bleibt eine Herausforderung.
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Kathi Mulder, Jiirgen Vorloeper

Vorlesungsaufzeichnungen und Livestream:
Unterstutzung des zeit- und ortsunabhangigen
Lernens an der Hochschule Ruhr West

Zusammenfassung. In diesem Beitrag werden exemplarisch fiir Grundlagenvorlesun-
gen im Bereich der Ingenieurmathematik an der Hochschule Ruhr West (HRW) die
unterschiedlichen Moglichkeiten und Anforderungen an Videoaufzeichnungen hinsicht-
lich Konzeption, Medienproduktion, Distribution und didaktischer Einbettung in den
Lehrkontext beleuchtet.

Ausgangslage und Ziele

Didaktisch sinnvolle Lehrformate, die Diversitit hinsichtlich Mobilitét, Le-
benssituation und Bildungsbiographie von Studierenden beriicksichtigen,
werden erginzend zur Préasenzlehre zunehmend eingefordert. Moderne Hor-
saalausstattungen bieten in Kombination mit der zunehmenden Erfahrung
der Hochschulen in der Medienproduktion durch Vorlesungsaufzeichnun-
gen einen Zugang, mit dem diesen Anforderungen im Rahmen eines E-
Learning Ansatzes begegnet werden kann. Fiir die Vorlesungsaufzeichnun-
gen bedeutet dies konkret, dass die Studierenden die Vorlesungen zeitlich
versetzt (audiovisuell) nachverfolgen konnnen. Als Ergénzung besteht die
Moglichkeit, einen Livestream einzurichten, so dass die Studierenden an der
Vorlesung (auch interaktiv) teilnehmen konnen. Insbesondere kann hiermit
ein Angebot zum orts- und zeitunabhéngigen Lernen geschaffen werden,
das die Studierenden in ihrem individuellen Lernen unterstiitzt. In An-
lehnung an die E-Learning Strategie der Hochschule Ruhr West (HRW)
[2] sollen E-Learning Aktivitdten das zentrale Ziel verfolgen, Studierende
bestmoglich in ihrem Lernen zu begleiten. Zwei Bausteine sind hier von
Bedeutung: Individualisierung und Flexiblilisierung. Mit diesen Angeboten
werden individuelle Lernvoraussetzungen und Lerngeschwindigkeiten der
Studierenden beriicksichtigt. Uber die Individualisierung kann ,individuel-
len Lernvoraussetzungen, Leistungsniveaus, Lerngeschwindigkeiten, Lern-
strategien und speziellen Bediirfnissen Rechnung getragen werden.” Mit
Flexibilisierung kann die ,Vereinbarkeit von Studium, Familie und Be-
ruf und ,flexibles Lenen an verschiedenen Orten zu unterschiedlchen Zei-
ten temporar® ermoglicht werden.
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Idee und Umsetzung

Basierend auf der modernen Medientechnik in den Horsdlen der HRW und
der Erfahrung der Hochschule in der Medienproduktion sollen Vorlesungs-
aufzeichnungen per Video dazu genutzt werden, ein Angebot zur weiteren
Individualisierung und Flexibilisierung der Lehre bereit zu stellen. Der An-
spruch ist, Vorlesungsaufzeichnungen per Video optisch ansprechend und
qualitativ hochwertig zu erstellen. Ergidnzend wird in ausgewéhlten Ver-
anstaltungen ein Livestream durch einen Streaming—Server als zusatzliche
Option angeboten. Der didaktische Mehrwert muss dabei in einem ange-
messenen Kosten—Nutzen—Verhéaltnis stehen. Lehrveranstaltungen, die die-
ses E-Learning Format anbieten, werden regelméafigen Evaluationen un-
terzogen, um studentisches Feedback einzuholen.

Die Unterstiitzung der Lehre durch Vorlesungsaufzeichnungen wird
an vielen Universitaten seit etlichen Jahren ermdglicht und es gibt hier-
zu zahlreiche Erfahrungen, siehe z. B. [3 4]. Gleichwohl gib es aktuelle
Projekte in diesem Thementfeld, siehe z. B. [1].

An der HRW werden vom E-Learning Team verschiedene Services
im Bereich von Videoaufzeichnungen angeboten:

e Automatische Aufzeichnung und Bereitstellung von semesterbezoge-

nen Veranstaltungen (z.B. Vorlesungen), bzw. von Veranstaltungs-
reihen im Rahmen der Lehre an der HRW.

e Die Aufzeichnungen werden automatisch in den jeweiligen Horsé-
len gestartet und individuell in der Postproduktion nachbearbeitet
(z.B. Anlegen von Kapiteln). Abschliefend werden sie im Auftrag
der Lehrenden auf der Lernplattform bereitgestellt.

e Planung und Begleitung von Videoproduktionen fiir Lehrfilme und
Tutorials.

Diesem Beitrag liegen mehrjéhrige Erfahrungen des E-Learning
Teams der HRW sowie insbesondere die Vorlesungsaufzeichnungen von
Prof. Vorloeper zu Grunde. Hier werden seit 2016 Vorlesungsaufzeich-
nungen im Regelbetrieb in den Grundlagenveranstaltungen Ingenieurma-
thematik und Statistik umgesetzt. Das aufgenommene Bildmaterial wird
zeitnah nachbearbeitet und durch Kapitelmarken ergiinzt. Die Vorlesungs-
aufzeichnungen werden im Moodle Lernraum bereit gestellt und sind dort
dauerhaft verfiigbar. In ausgewahlten Veranstaltungen wird ein Livestream
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Die n Ereignisse A, ..., A, seien paarweise disjunkt und es gelte
1 = Ay U... U A, (man spricht von einer vollstandigen
Ereignisdisjunktion). Weiter sel P(A;) >0, k= 1.... n. Fiir ein
beliebiges Ereignis B gilt
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Abb. 1: Screenshot einer nachbearbeiteten Vorlesungsaufzeichnung.

durch einen Streaming—Server als zusatzliche Option angeboten. Der Link
hierzu wird fiir jede einzelne Veranstaltung aktiviert.

Zur Zeit wird jeder Termin einer Grundlagenvorlesung von Prof. Vor-
loeper aufgezeichnet. Die Vorlesungstermine werden von den Studierenden
weiterhin gut besucht. Die Studierenden haben offenbar eine hohe Moti-
vation die Vorlesung live zu erleben. Zugleich lisst sich eine angenehme
Arbeitsatmosphére im Horsaal konstatieren. Die teilnehmenden Studie-
renden haben sich bewusst fiir eine Anwesenheit entschieden und tragen
erheblich zum produktiven Arbeitsklima bei.

Die Studierenden erwarten eine hohe Verfiigharkeit des Systems und
eine technisch gute Abspielmoglichkeit der Videos. Eine elaborierte Nach-
bearbeitung des Bildmaterials wird im Vergleich zu einer zeitnahen Bereit-
stellung des Bildmaterials von den Studierenden weniger hoch priorisiert.
Anhand von Riickmeldung seitens der Studierenden lasst sich feststellen,
dass die Vorlesungsaufzeichnungen sowohl zeitnah zur Vorbereitung auf die
nichste Vorlesung oder Ubung genutzt werden als auch speziell zur Klau-
survorbereitung. Am Livestream wird von den Studierenden insbesonde-
re die zusatziche Flexibilitat geschétzt. Die Moglichkeit einer Interaktion
iiber einen Moodle-Chat wurde seitens der Teilnehmenden bisher nicht
angenommen. Zur Reduktion des Arbeitsaufwandes bei der Erstellung der
Videoaufzeichnungen ist eine enge Abstimmung zwischen Dozenten und
dem E-Learning—Team erforderlich. Videos und Livestream sind keine Al-
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ternativen fiir den Présenzunterricht, sie dienen lediglich als Mehrwert.
Um Videos in der Lehre didaktisch sinnvoll einzusetzen, ist es sinnvoll,
sich Vorgedanken zu folgenden Punkten zu machen:

o Welche didaktischen Ziele sollen mit Hilfe der Aufzeichnung erreicht
bzw. unterstiitzt werden?

e Welchen konkreten Mehrwert bieten Aufzeichnungen fiir das studen-
tische Lernen?

e Woran soll die Zielerreichung erkannt werden?

Hieraus resultiert auch die konkrete Stufe von Vorlesungsaufzeichnun-
gen:

e Das Bereitstellen der Originalaufnahmen ist sinnvoll fiir Videofeed-
back oder zur Selbstreflexion.

e Vorlesungsaufzeichnungen mit einer individuellen Nachbearbeitung
der Aufnahmen (Anfang/Ende/Pausen) ist geeignet fiir Best—Prac-
tice Ubungen, zur Priifungs- und Ubungsvorbereitung.

e Eine individuelle Nachbearbeitung der Aufnahmen mit Kapitelmar-
ken ist sinnvoll fiir Flipped—Classroom Konzepte, in Self-Assessment
Szenarien, zur Priifungs- und Ubungsvorbereitung.

e Ein ergidnzender Livestream eignet sich in Situationen bei iiberfiill-
ten Horsilen (etwa zu Semesterbeginn), zur Ubertragung an andere
Standorte oder fiir Webinare. Dariiber hinaus kann den Studieren-
den ein hohes Maf an Flexiblilitdt zum ortsunabhéngigen Lernen
angeboten werden.

Als technische Aufnahmequellen dienen eine Deckenkamera im Hor-
saal, Dokumentenkamera und ein Mikrofon. Als technische und organisa-
torische Voraussetzungen sind eine (konstante) Internetverbindung bei den
Studierenden sowie eine Einverstindniserklarung der Bild- und Tonrechte
erforderlich. Die empfohlene Dateigrofe fiir eine Vorlesungsaufzeichnung
von ca. 90 Minuten beliuft sich auf etwa 4 GB bei einer Ubertragungsrate
von 6 Mbit /s. Mit den Vorlesungsaufzeichnungen erhalten die Studierenden
Unterstiitzung beim orts- und zeitunabhéngigen Lernen. Damit einherge-
hend erdffnen sich Moglichkeiten, die Prasenzzeit didaktisch sinnvoller zu
nutzen. Individuelle Lernvoraussetzungen und Lerngeschwindigkeiten bei
den Studierden konnen beriicksichtigt werden. Die Vorlesungsaufzeichnun-
gen sollen fiir die Lehrenden keine groke Mehrarbeit bedeuten, vielmehr
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sollen sich die Lehrenden auf die didaktische und fachliche Arbeit mit den
Studiereden konzentrieren konnen. Beim Livestream ist es teilweise schwie-
rig, auf Fragen der externen Teilnehmer einzugehen oder sie in Diskussio-
nen mit einzubeziehen. Die Nutzung eines Mikrofons fiir die Studierenden
wiirde aus Datenschutzgriinden weitergehende Einverstandiserklarungen
voraussetzten. Technische Probleme bei einer Liveiibertragung miissen im-
mer mit eingeplant werden. Beim Livestream kann es zu einer (kurzen)
Zeitverzogerung kommen.

Nachste Schritte

Zur Zeit wird weiter daran gearbeitet, eine hohe Verfligharkeit des Sys-
tems zu etablieren. Die Nachbearbeitung wird zukiinftig von den Lehren-
den selbststiandig und ohne grofen Aufwand erfolgen. Es werden weiterhin
Tests und Umfragen durchgefiihrt, um die Interaktion mit Studierenden
per Livestream technisch und didaktisch besser einzubinden.

Inzwischen ist eine groke Menge an Bildmaterial erstellt worden.
Besonders gelungene Sequenzen sollen weiter aufbereitet und in Form von
kurzen Lernvideos nachverwertet werden. Im Verbund mit anderen Hoch-
schulen wird an der Etablierung einer Videomanagement—Software (open-
cast) gearbeitet. Dabei wird eine einfache Integration und Abrufbarkeit der
Videos in Moodle angestrebt. Dazu gehort ein aktiver Webplayer, dessen
Ansicht durch die Nutzer individuell bestimmt werden kann.
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Petra Leitert

Weiterentwicklung des Blended-Learning-Konzepts fiir die
Mathematikausbildung der Direktstudenten

1. Ausgangssituation

Das Blended-Learning Konzept fir die Grundausbildung der Direktstudenten in
Analysis und Lineare Systeme an der Hochschule Wismar auf der Basis des
Lernmanagementsystems lIlias, welches beim 14. Workshop Mathematik in
Erlangen im September 2017 vorgestellt wurde, hat sich in der Ausbildung
bewéhrt. Aber es hat sich auch gezeigt, dass es noch zwei wesentliche Probleme
gibt.

1. Zum einen fihlen sich nicht alle Studenten durch die Kursangebote
angesprochen. Obwohl im letzten Jahr die Nutzung der Kurse zugenommen
hat (hOhere Zugriffszahlen), gibt es Studenten, die erst unmittelbar vor der
Prifung die Kurse mit den verschiedenen Moglichkeiten nutzen und dann
vom Umfang der Inhalte tberfordert sind. Ihnen fehlen meist Disziplin und
Motivation, um kontinuierlich mit den Lernkursen zu arbeiten.

Viele Studenten nutzen das Lernsystem nur, um die Skripten und die
Aufgabensammlung fiir die Seminare abzurufen. Die Zusatzangebote (Test,
Ubungsblatter, Videos, alte Klausuren) werden wahrend des Semesters nur
von etwa 20 % der Studenten genutzt. In der Prifungsphase rufen dann viele
Studenten zum ersten Mal die weiteren Lernangebote ab.

Die Struktur der Zensuren hat sich zwar seit der Bereitstellung der E-
Learning-Kurse positiv entwickelt (der Anteil der guten und sehr guten
Noten hat sich erhoht), aber der Anteil der ,,Nichtteilnehmer* und
,,Durchfaller* ist unverandert bei ca. 50 %.

2. Zum anderen konnen viele Studenten trotz genutzter Test- und
Ubungsaufgaben ihren wirklichen Wissensstand nicht real einschatzen. Sie
Uberschétzen haufig ihr Leistungsvermdgen.

Bei den Tests konnen die Studenten nach Eingabe ihres Losungsvorschlages
eine Auswertung inklusive richtiger Losungen anzeigen lassen. Bei den
Ubungsaufgaben konnen die Studenten ebenfalls die Lésungen (wenn auch
mit Zeitverzug) im Kurs nachlesen. Viele Studenten lassen sich bei den Tests
und den Ubungsaufgaben gleich die Losungen anzeigen, verstehen den
Losungsweg und meinen, dass Sie den Losungsweg nun auch bei einer neuen
Aufgabe problemlos nachvollziehen kénnen.
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Um diese beiden Probleme zu l6sen, ist das Angebot nun um die Durchfiihrung
von E-Klausuren erweitert worden. Wie diese E-Klausuren in die Kurse
integriert werden, welche Uberlegungen bei der Umsetzung beriicksichtigt und
welche Erfahrungen bisher gesammelt wurden, wird in den folgenden
Abschnitten vorgestellt.

2. Entwicklung von E-Klausuren
2.1 Erweiterung des Aufgabenpools

Die Aufgabentypen flr Tests in llias sind in den letzten Jahren immer wieder
erweitert worden. Die bekannten Aufgabentypen wie beispielsweise Multiple
Choice, Single Choice, Lickentext usw. sind nicht besonders gut fir
mathematische Testaufgaben geeignet. Die neueren Aufgabentypen ,,Formel*
und ,,Stack® haben die Moglichkeiten fiir die Erstellung von ,,wirklichen*
Mathematikaufgaben wesentlich erweitert.
Bei beiden Aufgabentypen werden Variablen, fir die ein moglicher
Definitionsbereich vorgegeben werden muss, genutzt. Mit einer erstellten
Aufgabe erhalten die Studenten bei jedem Aufruf eine Problemstellung mit
anderen Zahlen (jeweils aus dem zugelassenen Bereich). Der Aufgabentyp
,,otack® bietet darliber hinaus auch die Maoglichkeit, Formeln zu erfassen. So
sind beispielsweise die Erfassungen von Ableitungsfunktionen méglich.
Der Vorteil dieser beiden Aufgabenarten besteht darin, dass die Studenten bei
mehrfacher Nutzung der gleichen Aufgabe das Ergebnis nicht schon kennen. Sie
konnen die gleiche Aufgabe mehrfach mit neuen Zahlen tben.
Insbesondere auf der Grundlage dieser Aufgabentypen haben wir inzwischen fir
beide Kurse jeweils einen umfangreichen Aufgabenpool entwickelt.
Allerdings gibt es bei der Umsetzung dieser Aufgabentypen auch einige
Probleme. Die wichtigsten Probleme bei der Formelaufgabe sind:

e Jede vereinbarte Variable darf nur einmal genutzt werden.

e Beziehungen bzw. Bedingungen zwischen den Variablen sind nicht

maoglich.
e Die Division durch Null wird nicht erkannt.
e Die Logarithmusfunktion ist nicht einfach nutzbar.

Auch die Umsetzung der Stack-Aufgaben ist problematisch:

e Die Entwicklung der Aufgaben ist zeitaufwendig und schwierig (es
werden beispielsweise Kenntnisse von LaTex und Maxima benétigt).

e Die Testmoglichkeiten sind recht eingeschrankt.

¢ Informations- und Anleitungsmaterial gibt es kaum.

e Fehlermeldung sind haufig unverstandlich und somit nicht hilfreich.

e Es gibt zwar inzwischen viele Beispielaufgaben im Netz, die nachgenutzt
werden dirfen. Die Anpassung an die eigenen Bedingungen kann sehr
zeitaufwendig werden.
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¢ Neue Versionen fiihren zu Problemen mit vorhandenen Aufgaben und
werden kaum dokumentiert.

2.2  Erstellung und Durchfiihrung von E-Klausuren

Um die Studenten zum kontinuierlichen Arbeiten anzuregen, haben wir ihnen E-
Klausuren angeboten, die ahnliche Aufgaben enthielten wie die Ubungstests im
E-Learning-Kurs.

Zuné&chst haben wir eine E-Klausur mit einer Dauer von 2 Stunden im Semester
(3 Wochen vor Semesterende) durchgefiihrt.

Zu Beginn gab es sehr viel Skepsis gegentiber dieser Ubungsform. Die guten
Studenten waren schneller bereit, den Versuch zu unterstiitzen.

Um alle Studenten fur die Teilnahme zu motivieren, haben die Teilnehmer mit
einer bestimmten Testpunktanzahl Zusatzpunkte fir die eigentliche
Prufungsklausur (in der ersten E-Klausur haben wir dabei grof3ziigiger Punkte
vergeben als in den Folgeklausuren) erhalten.

Die groliten Probleme nach der aufwendigen Vorbereitung hatten wir mit der
technischen Absicherung (durch den Mangel an Erfahrungen), die aber alle
gel6st werden konnten.

Ein weiteres Problem bestand (trotz Anleitungsmaterial) in der Unerfahrenheit
der Studenten bei der Eingabe von Formeln im Testprogramm. Da viele
Schreibfehler (z.B. Eingabe von Komma statt Punkt) auftraten, die aber keine
mathematischen Fehler waren, das Programm jedoch als diese auswies, haben
wir nach der Klausur noch eine umfangreiche Kontrolle der Lésungseingaben
vorgenommen. Waren es nur Schreibfehler, haben wir die Bewertung der
Aufgaben angepasst. Mit jeder weiteren Klausur wurde dieser Kontrollaufwand
geringer.

Dabei hat sich noch ein weiteres Problem bei den beiden Aufgabentypen Formel
und Stack gezeigt. Bei umfangreicheren Aufgaben mit mehreren
Rechenschritten, traten Situationen auf, die wir trotz umfangreicher Testung
nicht gesehen haben. So hatte sich bei einer Aufgabe durch die ungiinstige Wabhl
der Variablenwerte (trotz Beachtung der vorgegebenen Definitionsbereiche) ein
Ergebniswert ergeben, der auf Grund seiner GroRRe nicht mehr erfasst werden
konnte.

Da dieser Versuch insgesamt jedoch erfolgreich lief und gut von den Studenten
angenommen wurde, haben wir die Anzahl auf zwei Klausuren im Semester
erhoht. Allerdings ist jede Klausur nun lediglich eine Stunde. Die Aufgaben
beschrénken sich auf die Themengebiete, die bis dahin im Semester behandelt
wurden. In der zweiten Klausur werden die bereits genutzten Themengebiete des
ersten Tests nicht wieder beriicksichtigt.
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o1

Padagogische Uberlegungen

Bei der Erweiterung der E-Learning-Kurse um die E-Klausuren spielten
folgende padagogische Uberlegungen eine Rolle:

Die Studenten anzuregen, sich auch im Semester intensiv mit den
Aufgaben in Mathematik zu beschéftigen.

Leichter Zwang, die Ubungstest intensiv zu nutzen.

Zwei Klausuren anbieten (in der Mitte des Semesters, zum Ende des
Semesters), um den Stoffumfang berschaubar zu halten.

Studenten erhalten eine Riickmeldung zu ihrem tats&chlichen
Wissenstand.

Die eigentliche Prufungsvorbereitung untersttitzen, da sich die Studenten
bereits im Semester intensiv mit den Themen beschéftigt haben.
Erarbeitete ,,Belohnungen* (Zusatzpunkte) sollen die Nervositit der
Studenten in den Prifungen reduzieren.

3. Auswertung der durchgeftihrten E-Klausuren

Am Ende des Studienjahres (unmittelbar vor den Prifungen) haben wir eine
Befragung bei allen Studierenden des Studienjahres durchgeftihrt mit folgenden
Ergebnissen:

Es haben sich alle Studenten fir die Weiterfiihrung der E-Klausuren
ausgesprochen (selbst dann, wenn sie nicht daran teilnahmen).

Viele Studierende wiinschen sich diese Lernform auch in anderen
Fachern.

Die meisten Studenten haben den positiven Effekt fur die
Prufungsvorbereitung hervorgehoben.

Als Griinde fir die Nichtteilnahme an den Klausuren wurden vor allem
private terminliche und organisatorische Schwierigkeiten angegeben.
Einige Studenten haben auch angegeben, dass sie es nicht geschafft
haben, sich vorzubereiten und so keinen Sinn an der Teilnahme gesehen
haben.

Einige Male wurde der Wunsch geduliert, an der E-Klausur von zu Hause
aus teilnehmen zu konnen.

Als Anregung wurde auch der Vorschlag gemacht, die Klausuren zu
einem beliebigen Zeitpunkt wéhrend des Semesters an einem beliebigen
Ort mit eigenem Rechner durchzuftihren.

Nach diesem positiven Feedback der Studenten werden wir auch im kommenden
Studienjahr wieder E-Klausuren im Fach Mathematik anbieten.
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Jedoch stehen wir dabei noch vor einigen Problemen, die wir mit den nachsten
E-Klausuren I6sen mussen:

e Der Aufbau, die Testung und die Auswertung der E-Klausuren ist noch
sehr zeitaufwendig.

e Der zumutbare Umfang an Aufgaben je Klausur ist noch schwer
abschatzbar. In der ersten E-Klausur waren alle Studenten vorzeitig fertig.
Mit jeder weiteren Klausur haben wir das Niveau und den Umfang erhoht.
Bei der letzten Klausur gaben mehrere Studenten an, dass die Klausur zu
schwer und zu umfangreich war.

¢ Noch sind die E-Klausuren ein Modell-Versuch. Es konnten noch nicht
alle technischen Probleme vollstandig gel6st werden. Somit ist auch die
rechtliche Basis dieser E-Klausuren noch nicht eindeutig gesichert.

Technische Problemen waren vor allem:

e Startprobleme, die sich aus der Abstimmungen zwischen den
verschiedenen Raumen, dem Abschalten des Internets und anderer
Software ergaben.

e Da unser Lernmanagementsystem durch die Universitat Rostock
abgesichert wird, sind wir im Falle eines Problems bei der Universitat auf
die schnelle Reaktion der Kollegen der Universitat angewiesen.

e In llias sind die Teilnehmerzuordnung zum Teil sehr schwierig, da die
Nutzerkennung und die Rechtevergabe recht kompliziert sind.

e Der personelle Aufwand ist groRer als bei der klassischen Klausur, da fir
die Durchfuihrung immer noch die Unterstltzung durch die Techniker vor
und wahrend der E-Klausur erforderlich ist.

Im ndchsten Schritt arbeiten wir an einer technischen Lésung, die es ermdglicht,
dass die Studenten mit ihrem eigenen Rechner im Horsaal an der E-Klausur
teilnehmen koénnen.

Autorin:

Prof. Dr. Petra Leitert

Fakultat fur Wirtschaftswissenschaften, Gottlob-Frege-Zentrum
Hochschule Wismar

Philipp-Muller-Str. 14

D-23966 Wismar

E-Mail: petra.leitert@hs-wismar.de
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Thomas Schramm

Divine Proportions
Norman Wildbergers andere — rationale Trigonometrie

Zusammenfassung:

Der Mathematiker Norman J. Wildberger hat mit seinem Buch ,,Divine Proportions: Rational
Trigonometry to Universal Geometry* einen durch die babylonische und griechische antike
Mathematik inspirierten Zugang zur Geometrie vorgelegt. Dieser verzichtet auf die
Einflihrung trigonometrischer Funktionen wie Sinus und Kosinus, ohne etwas an Aussagekraft
zu verlieren und ermdglicht ganz neue Einblicke in die euklidische Geometrie und dariiber
hinaus. Anstatt mit Winkeln und Seitenlingen operiert die rationale Trigonometrie
systematisch mit sogenannten Spreizungen und Quadranzen, die sich einfach und intuitiv aus
quadratischen Seitenverhiltnissen ergeben.

Dieser nicht nur didaktisch interessante neue Zugang vereinfacht viele Anwendungen z.B. aus
Physik oder Vermessung.

1. EinfUhrung

Norman Wildberger lehrt an der University of New South Wales in Sydney und
gilt als streitbarer mathematischer Finitist. Er glaubt nicht an reelle Zahlen und
héalt deren Begrindung im ginstigsten Fall fir einen Witz [10], [11].
Folgerichtig flihrt er eine algebraische Differenzialrechnung [12] und eine
Trigonometrie ein, die auf transzendente Funktionen verzichten kann [6], [7],
[8], [9]. Im Licht dieser ,rationalen Mathematik erscheinen die von ihm
untersuchten und wieder-entdeckten antiken griechischen und babylonischen
Methoden keineswegs so naiv, wie sie oft dargestellt werden [8]. Seine
Reanalyse der babylonischen Keilschrifttafel Plimpton #322 hat es dabei sogar
bis in die populdren Medien geschafft [4], [5] und hat vielleicht Implikationen
bis hinein in die aktuelle Computertechnik.

Aus der Sicht der Ingenieurmathematik mag dieser Grundlagenstreit
,esoterisch® erscheinen. Allerdings geht es bei Ingenieur-Messungen, -
Auswertungen oder -Modellierungen  grundsatzlich um  berechenbare
Approximationen bzw. finite Darstellungen und genau das ist Wildbergers
Punkt.

Die Sicht Wildbergers ist fir die Ingenieurmathematik zum einen aus
didaktischer Sicht interessant, zum anderen aber auch rechenpraktisch relevant,
weil transzendente Probleme in algebraische gewandelt werden. Das bedeutet
fir die Trigonometrie, dass wir mit der Berechnung rationaler Ausdriicke und
der Losung quadratischer Gleichungen im Allgemeinen auskommen.

Obwohl die Monographie Divine Proportions [6] seit 2005 vorliegt, verlauft die
Rezeption schleppend. Neben Verrissen liest man auch freundliche Reviews [2]
und erste Zusammenfassungen fir die Lehre [3] bzw. Anwendungen. Eine aus
der Sicht der Geodasie interessante Anwendung zeigt der Artikel [1]. Hier
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werden typische geodatische Probleme (z.B. Bogen- und Rickwartsschnitt)
algebraisch beschrieben und die entsprechenden Polynom-Gleichungen mithilfe
von Grobner-Basen gelost. Es sei bemerkt, dass Geodaten schon immer auf sehr
effiziente Rechenmethoden angewiesen waren und sind. Auf die Auswertung
trigonometrischer Funktionen wird z.B. gern verzichtet, wenn sie durch
(gemessene) Seitenverhéltnisse ersetzt werden kénnen.

Wildberger nennt seine rationale Trigonometrie universell, weil sie sich nicht
nur auf euklidische, sondern auch auf elliptische und hyperbolische Geometrien
mit Anwendung in der Relativitatstheorie erweitern l&sst. Da sie iber beliebigen
Korpern definiert ist, kénnen z.B. auch diskrete Probleme auf Gittern behandelt
werden.

Im Folgenden sollen aber nur die wichtigsten Grundlagen der rationalen
Trigonometrie zusammengestellt und einige Anwendungen diskutiert werden.
Die Entscheidung, ob diese Revision der Trigonometrie zwingend oder
zumindest didaktisch geboten ist, tiberlassen wir dem Leser.

2. Trigonometrie rational betrachtet

In einem rechtwinkligen Dreieck lasst sich die Lange der Hypotenuse im
Allgemeinen nicht durch ein einen rationalen Ausdruck in den Kathetenldngen
angeben. Diese ,Irrationalitdt wird gern als Grund fiir die Einfithrung reeller
Zahlen angegeben. Verwendet man allerdings nicht die Langen, sondern deren
Quadrate, sieht die Situation anders aus und entspricht auch der Denkweise der
antiken griechischen Mathematik. Anstatt der Distanz zweier Punkte flihren wir
die Quadranz (engl. quadrance) als die Flache des Quadrates ein, das auf deren
Abstand konstruiert wird. Fur zwei Punkte mit gegebenen Koordinaten

A =[x, Y,],A =[x,,Y,] ergibt sich natirlich

Q(A&!Az):(xz _X1)2 +(yz _y1)2 (1)

Der Satz des Pythagoras liest sich dann fir ein rechtwinkliges Dreieck mit den
Eckpunkten A,B,C, dem rechten Winkel in C und den Quadranzen

Q =Q(AB), Q,=Q(B,C),Q,=Q(AC)
Q=GQ +Q3 (2)

Erst in der spéaten babylonischen und friihen griechischen Mathematik wurden
Winkel als Verhéltnis der Bogenlange eines Kreisabschnitts zum Radius
eingefihrt. Hier liegt das eigentliche Problem der klassischen Trigonometrie,
weil diese Bogenlédngen im Allgemeinen transzendente Gréf3en sind und erst im
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Kontext der Analysis verstanden werden. Wie Wildberger ausfihrt [8], war
dieses Problem Archimedes sehr wohl bekannt.

Um das Verhéltnis zweier sich im Punkt A schneidenden Geraden g,,9, zu

beschreiben, ist es aber nicht notwendig einen um den Schnittpunkt gezogenen
Kreis heranzuziehen. Alternativ wird die Spreizung (engl. spread) als
vollstdndig algebraisches Konzept eingefihrt.

Gewahlt wird ein Punkt B auf der Geraden g, und von dort die wird Senkrechte
auf die Gerade g, in den Punkt C gefallt. Mit den QuadranzenR =Q(A,B),
Q=Q(A,C) ergibt sich die Spreizung

5(91’ gz) :% (3)

Abbildung 1: Die Spreizung fur zwei sich schneidende Geraden.

Sind die beiden Geradeng,,g, durch ax+by+c =0 und a,x+b,y+c,=0
gegeben, finden wir flr die Spreizung

_ (ale_a2b1)2 4
R R TEa) @

Wie man leicht einsehen kann, ist die Spreizung fur alle vier Mdglichkeiten bei
sich zwei schneidenden Geraden gleich. Zur Unterscheidung kann man vom
spitzen oder stumpfen Fall sprechen. Natirlich entspricht die Spreizung dem
guadratischen Sinus des entsprechenden Winkels, auf dessen Einfluhrung wir
aber verzichten.

3. Grundgleichungen

Aus der Definition von Quadranz und Spreizung ergibt sich eine Reihe von
Grundbeziehungen, mit denen sich alle Standardaufgaben der Trigonometrie
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bewaltigen lassen. Wir geben die wichtigsten an. Die Beweise finden sich in [6],

[7].
a. Die Triple-Quad-Formel

A, A, ;
— = ® - .
Q, Q,

N

d
<«

Abbildung 2: Drei Quadranzen

Fur drei kollineare Punkte Al, A2, A3 auf einer Geraden (Abb. 2) mit

den Quadranzen Q, =Q(A,, A), Q, =Q(A, A), Q;=Q(A, A)
gilt die Triple-Quad-Formel (TQF):

(Q+Q+Q)" =2(Q'+Q} +Q}) (5)

oder

(Q+Q-Q) =4(QQ,) (6)

Diese Beziehung kann auch genutzt werden, um die Kollinearitat
dreier Punkte zu priifen.
Im Weiteren betrachten wir das Dreieck in Abbildung 3.

A,

QE ' A3

Abbildung 3: Ein allgemeines Dreieck mit den Eckpunkten Ai, A, As, den
Quadranzen der Seiten Q1 ,Q», Q3 und Héhen Hy, Hy, Hz und den entsprechenden
Spreizungen s;, Sy, S3. Die schwarzen Quadrate deuten an, dass mit den Q, H
Quadranzen gemeint sind.
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b. Das Spreizungs-Gesetz

Far ein allgemeines Dreieck (Abb. 3) mit den Quadranzen Q,,Q,,Q,
und den drei Spreizungen s,s,,s, gilt dhnlich dem Sinus-Satz das
Spreizungs-Gesetz (SG) (engl. spread law)

S S S AF?

=2 -2 ™)
Q Q Q& QQQ

Dabei gilt fiir die Flache F des Dreiecks die Dreiecksflachen-Formel
4F?=QH,,i=1.3 (8)
c. Das Kreuz-Gesetz

Das Kreuz-Gesetz (KG) (engl. cross law) wird in Anlehnung an den
Kosinus-Satz formuliert

(Q1 + Qz - Q3)2 = 4Q1Q2 (1_ Ss) (9)

Bemerkung: ergdnzend zur Spreizung s wird das Kreuz c (engl. cross)
eingefuhrt, mit c=1-s , was dem Quadrat des Kosinus entspricht.

d. Das Triple-Spreizungs-Gesetz
(s,+5,+8;) =2(s0 +50 +57)—4ss,s, (10)

Das Triple-Spreizungs-Gesetz (TSG) (engl. triple spread law)
ersetzt die Beziehung tber die Winkelsumme im Dreieck.

4. Anwendungen und Beispiele
a. Besondere Dreiecke

In einem rechtwinkligen Dreieck ist die Situation besonders einfach,
da die Spreizung s; fiir den rechten Winkel gerade 1 betragt. Fur die
Verbleibenden beiden Spreizungen ergibt sich z.B. nach dem TSG
s,=1-s,. Sind sie identisch, folgts=1/2. Das entspricht der

Spreizung fir einen einem Winkel von 7/4.

Fur ein gleichseitiges Dreieck finden wir fir die Spreizung z.B. aus
dem TSG s=3/4 .
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Fir gleichschenklige Dreiecke s, =s, =s, Q, =Q, =Q liefert das TSG
s, =0, oder

s, =4s(1-5s) (11)
Und mit dem SG dann
Q, =4Q(1-s) (12)
Und daraus
S; = %[1—&} (13)
Q 4Q

Fir das allgemeine Dreieck missen drei der sechs Quadranzen und
Spreizungen bekannt sein, um die restlichen drei Grol3en zu berechnen
(bis auf den Fall der drei Spreizungen, nattrlich).

QQQ
Aus dem KG folgen alle Spreizungen.
(Q+9Q,-Q)
5, =1-~— 1 = (14)
4QQ;

QSQ, QQS

Das KG liefert zwei L6sungen, z.B. flr die eingeschlossene Spreizung

(2)
3

Abbildung 4: Bei bekannter eingeschlossener Spreizung zwei Mdglichkeiten fiir
die unbekannte Seite. Auf die Kennzeichnung der Quadranzen und Spreizungen
wurde verzichtet.

Q3(1’2) = Ql + Qz * Qle (1_ 53) (15)

SQS, QSS
Das TSG liefert die dritte Spreizung; mit dem SG erhdlt man die
fehlenden Quadranzen.
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b. Einfache Turmhohenbestimmung

In Abbildung 5 ist eine vereinfachte Bestimmung einer Turmhdhe
dargestellt. Gemessen wurden die Spreizungen s, =0.10, s,=0.35

und die Quadranz Q, =540.10. Gesucht ist die Quadranz H bzw. die
entsprechende Hohe h.

Abbildung 5: Vereinfachte Turmhohenbestimmung.Bild: Leuchtturm St.-Peter-Bohl
Von Unukorno - Eigenes Werk, CC BY 3.0,
https://commons.wikimedia.org/w/index.php?curid=32442857.

Wir erhalten die dritte Spreizung s, ~0.09 aus dem TSG. Das SG
liefert Q,=600.11 und mit Q,, s, folgt aus dem SG fir das
rechtwinklige Dreieck die Quadranz fur die Hohe H =210.04 und

damit die Hohe des Turms h=+H =14.49 was in Metern ungefahr
der tatséachlichen Hohe entspricht.

5. Messen und Genauigkeiten
Die rationale Trigonometrie fiihrt zu einer nichtlinearen Messskala fir die

Spreizungen, wie man unserem Entwurf fir ein Geometrie-Dreieck (Abb. 6)
entnehmen kann, d.h. aber auch, dass die Ablesegenauigkeit von dem Wert der

Abbildung 6: Ein Geometrie-Dreieck fur die rationale Trigonometrie


https://commons.wikimedia.org/w/index.php?curid=32442857
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Spreizung abhangt.

Eine interessante, verbliffende Alternative erwéhnt Wildberger in [9], die den
Wert der Spreizung in einem Halbkreis auf einer linearen Skala auf dem
Durchmesser ablesen l&sst. Sie geht auf einen in [9] erwédhnten Paul Miller
zurtick (Abb. 7). Der Beweis dieses Konzepts bleibt dem Leser tberlassen.

01 02 03 04 05 06 07 08 09 1
s=0.14

Abbildung 7: Konzept des Spreizungs-Messers von Paul Miller von der Isle of Wight.

Die in der Geodasie Ubliche Betrachtung von Messabweichungen und
entsprechender Ausgleichung wird ansatzweise in [1] behandelt. Sie ergibt sich
einfach durch Fehlerfortpflanzung, wenn die Bestimmung von Spreizungen und
Quadranzen auf der Basis von Koordinatenmessungen mit bekannten
Unsicherheiten erfolgt.

Die Bestimmung der Unsicherheiten bei direkter Messung von Spreizungen und
Quadranzen bedarf sicher noch gesonderter Erdrterung.

6. Kreise

Die Notwendigkeit die transzendenten trigonometrischen Funktionen, die
Wildberger lieber Kreisfunktionen nennt, einzufiihren ergeben sich, wenn z.B.
die Parametrisierung einer kreisformigen Bewegung beschrieben werden soll.
Dort ist dies auch sinnvoll und notwendig.
Grundsétzlich ist diese Wahl nicht zwingend. Eine sehr nutzliche
Parametrisierung fur den Einheitskreis um die Null erhdlt man, wenn man den
Schnittpunkt aus einer Geraden durch (-1,0) und den Einheitskreis im (X,y)-
Koordinatensystem betrachtet und als Parameter t den y-Schnittpunkt der
geraden nutzt (Abb. 8).
Aus

g(x)=t-(x+1) und x*+y*=1 (16)

folgt
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1-t? 2t
und y(t) =
1+1t2 y(® 1+1t2

X(t) =

(17)

Abbildung 8: Rationale Parametrisierung des Einheitskreises, hier flr den
Parameterbereich t = -10..10 und einen Punkt auf dem Kreis fur t = 0.5.

7. Fazit

In diesem Artikel wurden die elementaren Konzepte Wildbergers zusammen-
gestellt, die einen Einstieg in die rationale Trigonometrie ermdglichen und
motivieren sollen, sich mit den Divine Proportions auseinanderzusetzen, sei es
fir Lehrzwecke oder fir die Algebraisierung trigonometrischer Probleme. Diese
Konzepte sind einfacher, universeller anwendbar und benétigen keine Kenntnis
der Analysis.

Der Einsatz in computergestitzten Algorithmen ist vielversprechend, da die
numerische Berechnung algebraischer Ausdriicke effektiver als die von
transzendenten umgesetzt werden konnen. Fir die symbolische Berechnung
komplizierterer Aufgaben, wie sie in [1] dargestellt werden, sind erste Schritte
unternommen und ebenfalls vielversprechend, insbesondere durch die Nutzung
von Computeralgebrasystemen, die die auftretenden Polynomgleichungssysteme
in vielen Fallen exakt 16sen oder fir eine numerische Behandlung vorbereiten
konnen.
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Peter Junglas

Stochastik fiir Ingenieure — Didaktische Uber-
legungen fiir eine Master-Vorlesung

Zusammenfassung. Stochastik im Rahmen eines Master-Studiengangs fiir Ingenieure
zu vermitteln, ist eine anspruchsvolle Aufgabe: Einerseits kann man wenig stochasti-
sches Grundwissen voraussetzen, andererseits soll eine Master-Veranstaltung auch ein
hohes theoretisches Niveau haben. Aufserdem erfordern die Anwendungen fortgeschrit-
tene Methoden und den Einsatz von entsprechender Software. Inhaltliche Konzepte
fiir eine Veranstaltung, die diesen Anforderungen gerecht wird, sowie erste praktische
Erfahrungen damit werden hier vorgestellt.

Einfihrung

Die Stochastik findet in den Ingenieurwissenschaften vielfache Anwendun-
gen, von der Auswertung von Messungen iiber die Planung von Fertigungs-
prozessen bis zur Analyse diskreter Simulationen. Trotzdem wird sie in
der Mathematik-Grundausbildung oft wenig bis gar nicht behandelt, weil
die grundlegenden Disziplinen Lineare Algebra und Analysis, gelegentlich
durch Numerische Mathematik ergdnzt, schon den der Mathematik zur
Verfiigung gestellten Zeitrahmen auslasten.

Diese Liicke sollte im Master-Studiengang “Systems Engineering”
der PHWT Vechta/Diepholz durch eine entsprechende Vorlesung geschlos-
sen werden. Die Anforderungen an diese Veranstaltung waren vielfach:
Sie sollte keine Stochastik-Kenntnisse voraussetzen, aber trotzdem bis zu
fortgeschrittenen anwendungsbezogenen Themen fiithren. Auferdem sollte
sie praxis-relevante Verfahren vorstellen, aber dennoch den theoretischen
Hintergrund und aktuelle Forschungsergebnisse auf Master-Niveau vermit-
teln.

I. F. wird gezeigt, wie versucht wurde, diesen Anspriichen gerecht zu
werden. Dazu werden die ausgewéhlten Inhalte erlautert sowie auf die Ein-
bindung konkreter Software eingegangen. Weiterhin werden der konkrete
Ubungsbetrieb und die Priifungsleistungen beleuchtet. SchlieRlich werden
die Erfahrungen nach zwei Durchlaufen vorgestellt.
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Hintergrund

Der an der PHWT Vechta/Diepholz neu konzipierte berufsbegleitende
Masterstudiengang “Systems Engineering” baut auf einem 7-semestrigen
Bachelor in Maschinenbau, Elektrotechnik o. &. auf. In den ersten drei
Semestern finden jeweils 12 Wochen lang an zwei bis drei Tagen die Wo-
che Présenzveranstaltungen im Umfang von 20 CP pro Semester statt, im
letzten halben Jahr wird die Masterarbeit geschrieben.

Wesentliche Inhalte sind Systemtheorie, Multiphysikalische Simula-
tion, HIL/SIL sowie Bauteil- und Systemzuverldssigkeit; von Anfang an
war aber auch eine Mathematik-Veranstaltung vorgesehen. Im Vorfeld wur-
den von den Dozenten mathematische Inhalte vor allem aus den Berei-
chen Vektoranalysis, partielle Differentialgleichungen, Funktionentheorie
und Statistik gewiinscht. Daraus wurden Konzepte fiir je eine Veranstal-
tung “Mathematische Modellierung” und “Stochastik” entwickelt. Schlief-
lich entschied man sich fiir eine Vorlesung zur Stochastik mit konkretem
Anwendungsbezug zu den iibrigen Fachern, wiahrend benotigte Modellie-
rungsverfahren in die Spezialvorlesungen integriert werden sollten.

Anforderungen

Natiirlich kann man voraussetzen, dass die Studierenden die iiblichen Vor-
lesungen in Linearer Algebra und Analysis gehort haben. Von Vorkenntnis-
sen in Stochastik kann man allerdings nicht ausgehen, sondern héchstens
auf Reste von Schulwissen in elementarer Wahrscheinlichkeitsrechnung hof-
fen. Trotzdem soll die Stochastik-Vorlesung ein einem Masterstudiengang
angemessenes hohes Niveau haben, theoretische Grundlagen und aktuelle
Forschungsthemen vermitteln.

Gleichzeitig soll die Veranstaltung moglichst konkreten Praxisbezug
aufweisen und Methoden bereitstellen fiir das Modul “Zuverléassigkeit”, die
Auswertung experimenteller Ergebnisse in den Projekten sowie fiir einige
Wahlpflichtfacher, vor allem die Diskrete Simulationstechnik. Dazu gehort
auch der Umgang mit geeigneter Software.

Insgesamt umfasst die Veranstaltung elf Vorlesungsblécke zu je 2x90
Minuten, dazu kommt ein ganzer Ubungstag, der vor der Klausur angebo-
ten wird.
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Inhalte der Vorlesung

Die ersten vier Blocke befassen sich mit den Grundlagen der Wahrschein-
lichkeitsrechnung, diskreten und stetigen Zufallsverteilungen, mehrdimen-
sionalen Zufallsvariablen und den wichtigsten Grenzwertsatzen. Dabei wer-
den zwar die Kolmogorov-Axiome vorgestellt, die grundlegende Proble-
matik aber mangels mafstheoretischer Grundkenntnisse nur kurz ange-
sprochen. Im kontinuierlichen Fall wird dann durchgéingig die borelsche
o-Algebra verwendet. Ein Block beschiftigt sich mit Methoden der Er-
zeugung von Zufallszahlen zu gegebenen Verteilungen, ein weiterer mit
stochastischen Prozessen, insbesondere Markov-Ketten und Bediensyste-
men. Damit wird vor allem bendtigtes Hintergrundwissen fiir numerische
Simulationen bereitgestellt. In den nichsten vier Blocken werden die wich-
tigsten Begriffe und Verfahren der Statistik vermittelt: die deskriptive Sta-
tistik, Methoden der Parameterschéitzung und Berechnung von Konfidenz-
intervallen sowie die wesentlichen Verfahren der parametrischen und nicht-
parametrischen Testtheorie, bis hin zur Varianzanalyse und dem Kruskal-
Wallis-Test. Der letzte Block befasst sich mit der Regressionsanalyse, die
einerseits besonders wichtig fiir die Auswertung von Messverfahren ist,
andererseits aber auch ein gutes Modell bereitstellt, an dem die bisher
gelernten Methoden angewendet werden konnen.

Die Vorlesungsinhalte und Beispiele stellen dabei den Bezug zu den
anderen Modulen her: In der Systemzuverlassigkeit benutzt man z. B. Ver-
teilungen zur Berechnung von Lebensdauern oder Markov-Modelle fiir die
Systemanalyse. Die Diskrete Simulationstechnik behandelt u.a. komple-
xe Bediensysteme, sie baut auf der Erzeugung von Zufallszahlen auf und
verwendet Parameterschéitzung und Testtheorie zur Analyse der Simula-
tionsergebnisse. Fiir die Auswertung von Experimenten wird neben der
Regressionsanalyse auch die Testtheorie und die Berechnung von Konfi-
denzintervallen benotigt.

Um den Studierenden klar zu machen, dass stochastische Verfah-
ren auch heute noch weiter entwickelt und kritisch diskutiert werden, ent-
halt die Vorlesung immer wieder Beziige zu aktuellen Veroffentlichungen.
Beispielsweise wird auf neue Berechnungsverfahren der Kruskal-Wallis-
Verteilung eingegangen [1], auf Untersuchungen zur Fehlerhaftigkeit von
Microsofts Statistik-Routinen [2] oder auf Verfahren zur Analyse von

Graphen-Proben [3].
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Benutzte Software

Fiir statistische Berechnungen gibt es eine Vielzahl spezieller Program-
me, darunter das weitverbreitete kommerzielle SPSS-Paket [4] oder die
frei verfiighare Statistik-Programmiersprache R [5]. Sie bieten zwar alle in
der Vorlesung behandelten Verfahren an, benotigen aber einigen Einarbei-
tungsaufwand und sind nicht direkt in vorhandene Umgebungen wie z. B.
Messwertsysteme integrierbar.

Stattdessen wird in der Vorlesung Matlab zusammen mit der “Sta-
tistics and Machine Learning Toolbox” eingesetzt [6]. Sie bietet siamtliche
benotigten Verteilungsfunktionen incl. Zufallszahlen, erweitert die Plot-
Moglichkeiten z. B. um Box-, Scatter- und Q-Q-Plots und enthélt Kom-
plettfunktionen fiir alle behandelten Tests und Regressionsanalysen. Au-
fserdem konnen Matlab-Grundkenntnisse bei Ingenieur-Studenten voraus-
gesetzt werden. Das ermoglicht, die statistischen Methoden auf mehreren
Leveln zu untersuchen: vom Einsatz der Komplettfunktionen iiber das ex-
plizite Nachprogrammieren von Tests bis zur Implementierung der nume-
rischen Verfahren.

Ubungen und Priifungsleistung

Die Vorlesung wird ergénzt durch insgesamt 47 Aufgaben, die von einfa-
chen Anwendungen der Wahrscheinlichkeitstheorie bis zu komplexen Tests
reichen. Zur besseren Abschiatzung und Verteilung der Workload wur-
den jeder Aufgabe zwei Schwierigkeitsgrade in drei Stufen zugeordnet,
die den mathematischen bzw. programmtechnischen Aufwand charakte-
risieren. Diese Einteilung ist den Studierenden nicht bekannt, allerdings
sind schwere Aufgaben(-teile) als solche markiert. Besondere mathemati-
sche Schwierigkeiten sind dabei die algebraische Berechnung von Summen
bzw. von ein- und zwei-dimensionalen Integralen, wahrend programmier-
technisch komplexe Algorithmen oder rekursive Funktionen als besonders
schwer bewertet wurden.

Ein expliziter Ubungsbetrieb wird nicht angeboten, die Aufgaben
sollen selbstandig gelost werden. Zur Kommunikation der Studierenden un-
tereinander und mit dem Dozenten steht ein kollaboratives Blogsystem im
Rahmen der ILIAS-Plattform zur Verfiigung. Zusétzlich wird drei Wochen
vor der Klausur ein kompletter Ubungstag angeboten, bei dem Fragen zur
Vorlesung und allen Aufgaben zusammen mit dem Dozenten besprochen
werden.
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Die “vierstiindige” (also 180 Minuten dauernde) Klausur findet drei
Monate nach der Vorlesung statt, sie umfasst sowohl analytische Berech-
nungen (per Hand) als auch mit Matlab durchzufiithrende Aufgaben. Sie ist
in drei Teile gegliedert: Im ersten werden vor allem grundlegende Fragen ge-
stellt und analytische Berechnungen gefordert, im zweiten sollen bekannte
Verfahren unter Verwendung von Grundfunktionen der Statistik-Toolbox
durchgefiihrt werden, der dritte enthélt eine umfangreiche Fallstudie, fiir
die u.a. die Komplett-Funktionen fiir Tests oder Regressionsanalyse ver-
wendet werden sollen.

Praktische Erfahrungen

Inzwischen sind zwei Durchgénge mit insgesamt 13 Teilnehmern erfolgt.
Dabei fiel vor allem die hohe Motivation und Leistungsbereitschaft der
Studierenden auf, allerdings war auch die Doppelbelastung durch Beruf
und Studium deutlich zu bemerken.

Die erwarteten Vorkenntnisse waren iiberwiegend vorhanden, Liicken
filllten die Studierenden mit kleinen Hilfestellungen selbstédndig. Insbe-
sondere die bei etwa einem Drittel fehlenden Matlab-Kenntnisse wurden
schnell nachgeholt, was durch vorhandene Programmierfahrung erleichtert
wurde. Aus der Analysis war vor allem die Berechnung mehrdimensiona-
ler Integrale unbekannt. Hier reichte aber ein einfaches Beispiel, um den
benotigten Stand zu erzielen.

Im Rahmen der Vorlesung konnten fast alle geplanten Inhalte ver-
mittelt werden, lediglich einige Tests und die mehrfache lineare Regression
entfielen aus Zeitmangel. Trotz hohen Tempos blieb Zeit fiir Zwischenfra-
gen und gelegentliche inhaltliche Diskussionen. Die Ubungen wurden meis-
tens zeitnah gerechnet, gegen Ende des Semesters war die Beanspruchung
durch andere Veranstaltungen aber deutlich zu bemerken. Uber ILIAS fand
ein intensiver Austausch statt, zur Ubungsstunde waren alle hervorragend
vorbereitet. Dementsprechend erreichten sie in der Klausur iiberwiegend
gute Ergebnisse.

Die Evaluation durch die Studierenden ergab, dass die Stoffmenge
eher als zu hoch empfunden wurde, aber die Geschwindigkeit durchaus als
annehmbar. Positiv wurden die vielen Praxisbeispiele und die gute inhalt-
liche Abstimmung auf die weiteren Veranstaltungen vermerkt.
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Fazit

Die ersten Ergebnisse zeigen, dass es moglich ist, ein solch anspruchsvolles
Programm von den Grundlagen bis zu den Anwendungen auf Masterni-
veau zu vermitteln. Neben dem direkten Praxisbezug war dafiir vor allem
die hohe Motivation und Leistungsbereitschaft der Studierenden verant-
wortlich. Dennoch bleibt es ein Kraftakt fiir alle Beteiligten.

Das Vorlesungsskript ist auf der Homepage des Autors frei erhéltlich

[7]. Hinweise auf Fehler oder Kommentare zu Inhalt und Darstellung sind
herzlich willkommen.
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Thomas Risse

Mathematik und Anwendungen linear riickge-
koppelter Schieberegister

Zusammenfassung. Wie wichtig linear riickgekoppelte Schieberegister sind, belegen
viele aktuelle Anwendungen. Insbesondere sicherheitskritische Anwendungen basieren
auf mathematischer Analyse solcher Schieberegister und ihrer Verallgemeinerungen.

Linear riickgekoppelter Schieberegister, LFSR sind einfache Schal-
tungen mit vielen Anwendungen in Nachrichtentechnik, Kryptographie,
Codierung, in GPS oder Galileo — Grund genug, das Potential von
LFSRs anhand einiger Beispiele zu illustrieren. Insbesondere kryptogra-
phische Anwendungen bediirfen solider mathemtischer Analyse. Wir zeigen
dies an der Frage, welche LFSRs Pseudo-Zufallszahlen-Folgen maximaler
Perioden-Lange erzeugen.

Linear riickgekoppelte Schieberegister — LFSR

Linear riickgekoppelte Schieberegister, linear feedback shift registers,
LFSR bestehen aus n D-Flipflops, d.h. 1-bit Speichern, deren Inhalte in
jedem Takt um ein Element nach rechts verschoben werden, so daf am
Ausgang jeweils ein bit produziert wird. Zugleich speist eine Riickkoppe-
lung, d.h. die XOR-Summe bestimmter Flipflops ein neues bit in die ganz
linke Speicherzelle ein.

i ]
J’-—>D Q—>D QiD QiD Q D Q—D Q—=D Q——+D Q

7 6 5 4 3 2 1 0

LK | | | | | | | |

(Es gibt alternative, aber gleichwertige Realisierungen — Fibonacci vs
Galois — bei uneinheitlicher Numerierung der Flipflops.) Ein solches LFSR,
ist durch sein konfigurierendes oder Verbindungs-Polynom c(x) € GFa[z]
mit n = degc charakterisiert, dessen Koeffizienten genau da 1 sind, wo
das Flipflop fiir die Riickkoppelung angezapft ist, im obigen Beispiel also
c(z) =2+ 20+ 25+ 2' + 1 mit n = 8.

Ein LFSR mit n Flipflops hat maximal 2" Zustiande und verbleibt
im all zero Zustand. Startend in jedem anderen Initialzustand produziert
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es eine periodische Folge von Pseudo-Zufallsbits. Von besonderem Interesse
sind Folgen maximaler Lange, d.h. Folgen, deren Perioden-Lénge 2" — 1
betragt. Solche Folgen heifsen m-Folgen.

Es gibt natiirlich Verallgemeinerungen: anstelle auf bits arbeitet das
LFSR mit Elementen des endlichen Korpers GIF, mit ¢ = p" fiir primes p
und c(z) € GF,[z]; die Kombination mehrerer LESRs liefert beispielswei-
se 'bessere’ Zufallszahlen — ein Ziel, das auch mit nicht-linearen LFSRs,
NLFSR oder dynamisch zu konfigurierende LFSRs, DLFSR erreicht wer-
den kann, s.a. [9], [6], [5].

Welche LFSRs generieren maximal lange 0-1-Folgen?

Das konfigurierende Polynom c(z) € GFs[z] bestimmt ein LFSR und sein
Verhalten, insbesondere auch die Periodenlédnge der erzeugten Bit-Folge:
Ein LFSR produziert genau dann m-Folgen, wenn sein konfigurierendes
Verbindungspolynom primitv ist [12] auf Basis [7].

Anwendungen

Von einschlégigen Anwendungen in der Nachrichtentechnik sei hier abgese-
hen. (Andere sind da berufener!) Wir betrachten stattdessen Anwendungen
in Kryptographie [§], Codierung [13] und Satelliten-Navigation [6].

Kryptographie LFSR konnen als Pseudo-Zufallszahlen-Generator
(vgl. [11]) fir Strom-Verschliisselungen verwendet werden. Der Daten-
Strom (x;); wird mit dem Schliissel-Strom (s;); zu y; = x; ® s; kodiert. Das
Chiffrat wird dann zu x; = y; ® s; dekodiert. Den Schliissel-Strom koénnten
nun LFSRs erzeugen. Allerdings ist dann fiir ein known plain text attack
nur ein lineares Gleichungssystem zu l6sen.
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Als Gegenmafknahmen kommen u.a. die Kombination mehrerer
LFSRs wie im Fall von A5/1 fiir GSM oder die Verwendung nicht linearer
FSRs wie im Fall von Trivium in Frage.

Fehler detektierende/korrigierende Codes LFSRs erzeugen
und dekodieren z.B. Hamming-Codes: LFSRs berechnen Paritdtsmatrix,
Paritétsbits sowie (Fehler-) Syndrome und korrigieren Fehler [I]. Dies
sei anhand der Implementierung [14] der Basis-Operation f(z) mod p(z)
fir p, f € GFs[z] mit degp = n und deg f = m durch ein LFSR illus-
triert. Mit p(z) = 2" + S0 piz’ gilt 2" mod p(z) = Y1y pir’. Mit
" mod p(z) = Z;:Ol ciz' gilt 2" mod p(x) = ¢, 12" + ...+ cor =
Cpn—1 Z?:_OI pixi + Z?:_OQ Cixi_H - (Cn—lpn—l + Cn—2)$n_1 + (Cn—lpn—2 +
Cno3)T" 24, . A (Ch1p1+as)T+Cn_1po = Z?:_Ol d;z". Fiir die Koeffizienten-
Zeilenvektoren ¢ bzw. d von "% mod p(x) bzw. 2"+ mod p(z) gilt

somit dT = Ac' fiir die n X n-Matrix A = (a' 1”0_1 mit a =
(Gn_1,...,a,) € GFy und 0 = (0,...,0) € GFy~'. Multiplikation mit
A erzeugt also ’inkrementell” 2! mod p(z), 2" mod p(z), . ... Bleibt

nur noch, die richtigen’ z"** mod p(z) aufzusummieren [14]:

f(x) mod p(z) = Y1y fir' + 1L, fia' mod p()

Tn—1 To R
function mod(f, p) Fati —
R = (fn—l: ceey fo); TD {_T_) oo
t = (Pu—t,---,Do); dlock [ [ —
fori—=0tom—n - -~ e e
if frpi==1
R +=t; Y
t — At’ Tock + Tock
return R _
Pn—1 Do P

Die Register R und C werden mit (f,,—1, ..., fo) bzw. (0, pp-1, .., Po)
initialisiert. Das Register P ist fest mit (p,_1,...,p,) geladen. Nur das
Register C' ist ein links shift Register. Im ¢-ten Takt liegt am oberen UND-
Gatter f,4; an. In der ersten Takt-Hélfte wird C' um eins nach links ge-
schoben und wenn f,,; = 1 wird R bitweise um C' inkrementiert. In der
zweiten Takt-Halfte wird C' bitweise um P inkrementiert, falls das most
significant bit von C' gesetzt ist.
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Algorithmus und Hardware lassen sich dahingehend erweitert [14],
in dhnlicher Weise gleich f(z)g(z) mod p(z) zu berechnen.

Z.B. CRC-Codes wie etwa, CRC-12, CRC-16, CRC-CCITT, CRC-32
[6], verwenden ein Generator-Polynom g(z) € GFs[z] mit deg(g) = m. Ein
Daten-Wort d(z) € GFs[z] mit deg(d) < k wird per LFSR um Paritéts-
bits r(z) = 2™d(z) mod g(x) zu ¢(z) = z™d(x) + r(z) erweitert. Wenn
nun y(z) = c¢(z) + e(z) empfangen wird, berechnet ein LFSR das Syn-
drom s(z) = y(z) mod g(x) = e(z) mod g(z). Falls das Syndrom nicht
Null ist, ist ein Fehler aufgetreten und die Ubertragung muf beispielsweise
wiederholt werden.

Z.B. dekodieren LFSRs Reed-Solomon-Codes [13].

GPS Um drei Ortskoordinaten und den Versatz zwischen lokaler
Uhrzeit und der synchronisierten Zeit der Satelliten bestimmen zu kon-
nen, sind die Laufzeiten zu mindestens vier identifizierbaren Satelliten mit
bekanntem Ort zu messen. (Man braucht gut 30 Satelliten, damit an jedem
Punkt der Erde mindestnes vier Satelliten sichtbar sind.) Wie bei einem
Leuchtturm erfolgt die Identifizierung anhand einer bestindig auszusen-
denden Kennung. Hier werden vorzugsweise Gold-Folgen [3] eingesetzt, da
Gold-Folgen wesentlich geringere Kreuzkorrelation als m-Folgen aufwei-

sen. Eine Gold-Folge gewinnt man als bit-weise Summe von m-Folgen zwei
verschiedener LFSRs.

Me
l_g hd | Folge G (t)
m-
allfilritstate "9|8|7|6|5|4|3|2|1|0I & -
LFSR; '
T 69—» C/A-code G;(t)
L bl | LFSR, t
1,oczlg§}1(Hz ——Hols|7]6]5[4]3]2]1]0]
.
data clock
50Hz
E _______ ‘/f\ m-Folge G1(t)

Mit dem gestrichelt dargestellten Anzapfen von zwei von zehn Flip-
flops des unteren LFSRs erzeugt man unterscheidbare Kennungen von

(120) = 45, also von ausreichend vielen Satelliten.
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Galileo Das europaische Gegenstiick Galileo zu GPS operiert kon-

sistent mit GPS und erlaubt, mehr Satelliten zu verwalten.

M
el |
LFSR, init state——tsfy3T1a]11]10] 9| 8 | 7] 6 5 4] 3 2] 1[0 e 1)
LFSR,
count to NV set to init state
base clock 4
O—

count to NV set to init state “

Mie
L™

LFSR» init state __a'13|12|11|10| 9 | 8 | 7 | 6 | 5 | 4 | 3 | 2 | 1 | OI

m-Folge G2(t)

LFSR»

Im Normalfall erginzt Galileo GPS. Im Spannungsfall funktioniert

Galileo aber auch unabhéngig von GPS.

Zusammenfassung

LFSRs sind schon deshalb wichtig, weil sie so viele Anwendungen haben.
LFSRs sind erstaunlich vielseitig. LESRs stellen iiberraschend bescheide-
ne hardware-Anforderungen. Erst die mathematische Analyse erlaubt den
sicherheitskritischen Einsatz von LFSRs.
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Dieter Schott
Das Projekt Monotonie mit interessanten Anwendungen

Zusammenfassung: Monotone Funktionen haben herausragende Eigenschaften und kommen
in verschiedenen Disziplinen der Mathematik und in den Anwendungen immer wieder vor.
Daher lohnt sich eine zusammenfassende Betrachtung einschlieBlich der Maéglichkeiten zur
Verallgemeinerung. Es gibt dabei so viele Aspekte, dass sich das Thema auch ausgezeichnet
flr Projektarbeiten im schulischen Unterricht oder in der Hochschullehre eignet. Wichtig ist,
dass die Thematik auf das Niveau der Lernenden zugeschnitten wird.

1. Projekte

Projekte sind eine inzwischen beliebte Form des gemeinschaftlichen Lehrens
und Lernens. Meist gesteuert von einer Lehrperson, ergibt sich fir die
Lernenden i. Allg. ein multidirektionaler Erkenntnisgewinn. Entscheidende
Merkmale sind u.a:

o Selbstdndige Erarbeitung eines Projektteils (eigene Arbeit, aber auch
Verantwortung fir das Ganze),

e Gemeinsame Erarbeitung des Projektes (Gruppenarbeit, soziale
Kompetenzen),

e Praxisnahe Problembearbeitung,

e AuRendarstellung (Vortrage und Verteidigung des Projektes).

Das Projekt Monotonie wird hier zunéchst theoretisch entwickelt. Es werden
verschiedene Seiten der Monotonie genannt, die je nach Anforderungsgrad bei
der Aufgabenstellung berucksichtigt werden konnen. Praktische Erfahrungen
mit diesem Projekt habe ich (noch) nicht gesammelt. Meine Erfahrungen mit
anderen Projekten zeigen mir, dass die Lernenden insbesondere auch das
Internet durchforsten und dabei auf Aspekte stolRen, an die ich bisher nicht
gedacht hatte.

2. Vorkommen und Anwendungen der Monotonie

In der diskreten Mathematik und in der Analysis spielen monotone Folgen eine
groRe Rolle. Sie haben besonders schone Eigenschaften. Bei der Untersuchung
von Funktionen interessiert man sich fir Monotoniebereiche. Einige der
elementaren Funktionen sind monoton. Monotone Funktionen sind Riemann-
integrierbar und fast Gberall differenzierbar. Stetige, streng monotone
Funktionen kann man invertieren. Daher sind entsprechende Gleichungen auch
eindeutig losbar. AuBerdem lasst sich ihr Wertebereich leicht charakterisieren.
Beim Krimmungsverhalten werden konvexe oder konkave Funktionsteile durch
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die Monotonie der Ableitung charakterisiert (siehe u.a. [4]). In der Stochastik
sind die Verteilungsfunktionen von ZufallsgroRen monoton wachsend (siehe u.a.
[3]).

In der Funktionalanalysis wird die Monotonie auf Operatoren ausgedehnt. So
kann man Gleichungen mit monotonen Operatoren leicht 16sen. Daher gibt es
auch Anwendungen bei Differential- und Integralgleichungen (siehe [1], [2]).

In der Physik wachsen z.B. die Zeit und der zuriickgelegte Weg eines Korpers
mit der Zeit (monoton). In der (speziellen) Relativitatstheorie wachst die Masse
eines Korpers mit der Geschwindigkeit. In der Astrophysik wéchst die
Ausdehnung unseres Weltalls mit der Zeit (Expansion).

In der Wirtschaft geht es oft um Wachstum (KenngrofRen, Produktion,
Expansion, Kapital, Markt, Vermogen, Gehélter, Preise, Inflation, Zahl der
Touristen usw.). Das sogenannte ,Nullwachstum* wird schon als kritisch
angesehen. Allerdings lassen verschiedene Phénomene (Klimawandel,
Umweltverschmutzung, endliche Ressourcen) erahnen, dass es so nicht endlos
weitergehen kann. Verschiedene Institutionen und Wissenschaftler beschéftigen
sich seit einiger Zeit mit den Grenzen des Wachstums.

Bei Lebewesen gibt es (monotone) Reizcharakteristiken. Wenn Schwellwerte
uberschritten werden, dann wird eine bestimmte Reaktion bei den Lebewesen
ausgelost.

Junge Lebewesen wachsen (GroRe, L&nge). Das Durchschnittsalter und die
Anzahl der Menschen wachst. Aber auch hier gibt es Grenzen des Wachstums
(siehe u.a. [5] - [7]).

Neben den Wachstumsprozessen gibt es nattrlich auch (monotone) Abnahme-
oder Schrumpfungsprozesse. Wir werden uns im Weiteren auf die monotone
Zunahme beschrénken. Die monotone Abnahme kann man mathematisch vollig
analog behandeln.

3. Monotone Folgen

Wir betrachten Folgen (diskrete Funktionen) f,, = f(n) mit f:N - R bzw.
f:N = N (zahlentheoretische Folgen) mit f,, < f,,+1 (monoton wachsend) bzw.
fn < fn+1 (streng monoton wachsend) fur alle n € N.

Merksatz 1. Streng monotone Folgen f: N ~ N sind unbeschrankt.

Solche Funktionen koénnen jedoch unterschiedliche Wachstumsordnungen
haben. So wéchst
f, = n* (k € N\ {0} fest)
polynomial, wahrend
fn = k™ (k € N\ {0} fest)
exponentiell wachst. Die (rekursiv definierte) Fibonacci-Folge
fare=faithfo=1LA=1
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nimmt ebenso asymptotisch exponentiell zu, wéhrend

fn =n"tund f,, = n!
noch schneller wachsen. Durch Addition, skalare Multiplikation oder
Verkettung aus streng monoton wachsenden Folgen erzeugte Folgen bleiben
streng monoton wachsend. Ein Beispiel dafir ist

fn=3n%+2-3",

Monotone Folgen f: N ~ R kdnnen aber beschrankt sein.

Merksatz 2. Monotone Folgen sind genau dann konvergent, wenn sie
beschrankt sind.

Monotone beschrankte Folgen sind z.B. die Kehrwerte der oben genannten
unbeschrénkten Folgen (Grenzwert 0), die allerdings monoton fallen. Beispiele

fur monoton wachsende Folgen sind f,, = (1 + %)n fo = ?=0% (Grenzwert e)

oder f,, = arctann (Grenzwert % ). Schliellich ist auch die rekursiv definierte
Folge

fo+1 =\/fn+2'f0 = 0.

monoton (Grenzwert 2). Will man fur monotone unbeschrankte Folgen die
Ungleichung

fn = K (K reell und fest)
I6sen, so gilt dies bis auf die ersten n fir alle Gbrigen. Praktisch kommt es dann
darauf an, das kleinste n = ng, das die Ungleichung erfillt, moglichst effizient
Zu bestimmen.

4. Diskrete monotone Funktionen

Wir betrachten eine streng monoton wachsende reelle Folge x, und damit
erzeugte monotone Folgen (diskrete Funktionen) f,, = f(x;,). Ein Beispiel ist

fn = 2%n,
Setzt man x, =n, so entstehen Zweierpotenzen, also zahlentheoretische
monotone Folgen (siehe Abschnitt 3). Nach diesem Wachstumsgesetz
vermehren sich z.B. Mikroorganismen von Generation zu Generation, wenn
keine Wachstumsbeschrankungen wirken. Es ist aber auch x, =+/n oder
x, = n? moglich.
Wahlt man die Abstédnde zwischen benachbarten x,, stets gleich h, d.h.

Xpns1 = Xp, + hfurallen,x, =a
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(zB. h=1 und x, =0wie oben), so entstehen Funktionen auf einem
aquidistanten Gitter (Diskretisierung in der Numerik).

5. Monotone Funktionen

Wir betrachten Funktionen f:D(f) =1 € R+~ R auf einem Intervall I. Gilt
f(x) < f(y) bzw. f(x) < f(y) fur alle x,y € D(f), so heit f monoton
wachsend bzw. streng monoton wachsend. Wéhrend

FO=1F) ={; 20, £ 00 = sign(0), £() = [x]

monoton wachsend sind, sind

b

sogar streng monoton wachsend.

, f(x) =tanx(—%<x <%)

Merksatz 3. Monotone Funktionen haben keine oder abzéhlbar viele
Unstetigkeiten. Dabei sind Unstetigkeiten stets (endliche) Spriinge.

Merksatz 4. Monotone Funktionen sind genau dann stetig, wenn ihr
Wertebereich ein Intervall ist. Streng monotone stetige Funktionen sind
invertierbar, wobei ihre Inversen auch wieder streng monoton und stetig sind.

Aufgabe. Untersuchen Sie, unter welchen Bedingungen bei bestimmten
Verknipfung von monotonen Funktionen wieder monotone Funktionen
entstehen.

6. Monotonie und Infinitesimalrechnung

Merksatz 5. Monotone Funktionen f: [a, b] = R sind Riemann-integrierbar und
bis auf eine Menge vom Lebesgue-MaR 0 tberall differenzierbar.

Beispielsweise ist die aus der Literatur bekannte Cantor-Funktion monoton
wachsend, stetig und nur auf der Cantorschen Nullmenge nicht differenzierbar
(siehe [9], [10]).

Bekanntlich kann man die Monotonie differenzierbarer Funktionen (lokal oder
global) untersuchen, indem man das Vorzeichen der Ableitung bestimmt.
AuRerdem héngt das Krimmungsverhalten von Funktionskurven wiederum mit
der Monotonie der ersten Ableitung zusammen (siehe z.B. [4]).
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Das Integral F(x) = f(f f(t)dt (a <x <b) einer stetigen nichtnegativen

Funktion f:[a,b] » R ist monoton wachsend, stetig und nichtnegativ
(Stammfunktion F von f mit F(a) = 0).

7. Monotonie in Gleichungen und Ungleichungen

Wir betrachten Gleichungen und Ungleichungen
fG)=d, f(x)=2d(deW(f) SR)

mit monoton wachsenden Funktionen f:1 = W(f) € R. Zusétzlich soll das
Intervall 1 abgeschlossen sein. Die Ldsungsmengen werden mit L(f,d) bzw.
Ls(f,d) bezeichnet, wobei offensichtlich L.(f,d) 2 L(f,d) 2 @ gilt. L(f,d)
ist ein Teilintervall von 1, das fur stetiges f abgeschlossen und fir stetiges
koerzitives (beidseitig unbeschranktes) f beschrankt ist. Ist f rechtsseitig stetig,
so existiert minL(f,d). Ist f streng monoton, so enthdlt L(f,d) genau ein
X = X,.

Merksatz 6. Ist f streng monoton und stetig, so gilt L(f,d) = {x, = f~1(d)} fir
d e W(f).

Die Menge L.(f,d) enthélt mit jedem Element auch alle gréfReren von I. Ist f
streng monoton wachsend und stetig, so gilt

L.(f,d)={xelx=>x,=f"1Yd)}
8. Monotonie und Stochastik

Wir definieren flir Verteilungen bzw. deren Zufallsvariable (ZV) X die
Verteilungsfunktionen
F(x) =P(X < x).
Dann ist F(x) nichtnegativ, monoton wachsend, beschrédnkt und zumindest
rechtsseitig stetig. Ist X eine diskrete ZV mit den Wahrscheinlichkeiten p; an
den Stellen x = x;, so ist F(x) eine Treppenfunktion mit den Sprungstellen x;.
Ist X dagegen eine stetige ZV mit der Dichtefunktion f(x), so ist F(x) stetig und
fur stetiges f(x) auch stetig differenzierbar. Gleichungen und Ungleichungen
spielen u.a. bei der Bestimmung von Quantilen eine Rolle. Ein p-Quantil x,
(0 < p < 1) einer Verteilung mit der ZV X wird durch die Ungleichungen
P(X<x,)=pP(X=x,)=1-p
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definiert. Daher gilt p < F(x,) <p+P(X =x,), im stetigen Fall sogar
F(x,) =p, d.h. x, = F71(p). Im diskreten Fall kann man z.B. i solange um 1
erhohen, bis erstmalig F(x;) = p gilt. Ist i, dieses i, dann hat man x,, = x;,.

Fur weitere Informationen zur Stochastik empfehle ich [3].
Beim Auswahlproblem von Bechhofer (Wahl der t besten von a
normalverteilten Klassen mit gleicher Varianz) tritt die Funktion

F(x) = tfooCD(z + rﬁ)a_t(l - CI)(z))t_lgo(z) dz (x = 0)

auf, die positiv, streng monoton, stetig und (durch 1) beschrénkt ist. Ist das
Risiko der falschen Auswahl g, so muss der Stichprobenumfang n der
Ungleichung

F(n) > K:=1—- genlgen. Unter der Voraussetzung K (Ctl) >1ist F(x) =

K eindeutig l6sbar und das minimale n folgt durch Runden der Lésung x, auf
das néchstgroRere n (siehe [8]).

9. Monotonie und Funktionalanalysis

Fir Vektorfunktionen f: R™ — R™ kann man in den beiden Vektorrdumen die
Kleiner-gleich-Relation (als Halbordnung) koordinatenweise einflihren, das
bedeutet x < y : & x; < y; fir alle i. Eine Vektorfunktion hei3t dann monoton
wachsend, wenn x < y stets f(x) < f(y) zur Folge hat. Allgemeiner l&sst sich
die Monotonie beziglich echter Kegel K in R™ und L in R™ definieren. Dabei
istz.B. x < y, falls y — x € K gilt. Analoges gilt fur L im Bildbereich.

Fur m =1 kann man neben Gleichungen F(x) =d auch ohne Weiteres
Ungleichungen F(x) = d betrachten.

Monotone Operatoren in Hilbertrdumen H erklart man mit Hilfe des
Skalarproduktes (., .). Der Operator F: H — H heif3t monoton (wachsend), wenn
(x —y,F(x)—F(y))=0 fur alle x,y € H erfullt ist. (Dieses Konzept
funktioniert auch noch in gewissen Banachrdumen).

Ist H = R™ und ist F ein linearer Operator Uber H (eine n x n —Matrix) , so ist er
genau dann monoton, wenn er positiv semidefinit ist.

Ist F monoton, hemistetig (f(t) == (F(x + ty), z) fur alle x,y,z € H stetig in
[0,1]) und koerzitiv ({x, F(x))/l|x]| = +oo fir |x|| > +), so ist die
Losungsmenge der Gleichung F(x) = d (d € H) nichtleer, beschrankt und
konvex [1]. Mit etwas starkeren Voraussetzungen erhdlt man eine eindeutige
Losung x* = F~1(d).
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